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PREFACE DE F. PEYRARD. 



JLj e s Cours à Tusage de la Marine et de ^Artillerie 
de Bézout ne diffèrent que par les applications. Dans 
les éditions précédentes du Cours de la Marine , 
j'avais placé les applications à F Artillerie à la fin 
de chaque volume. 

Dans cette nouvelle Edition , ces applications sont 
iiitercaJées dans le texte même ^ ce qui est beau- 
coup plus commode. Par cet arrangement ^ les deux: 
Cours de Bézout sont réunis en un seul. 

Ce que j^ai ajouté à la fin de la géométrie de Bézout 
est un ouvrage suiyi ; la seconde partie ^ qui traite des 
surfaces ^ et la troisième , qui traite des solides ^ sont 
complètes 9 et peuvent tenir lieu de la seconde et troi- 
sième parties de la géométrie de Bézout^ les plans 
exceptés. Je me suis conformé entièrement aux mé- 
thodes d'Euclide et d'Archimède; cependant, pour 
rendre la géométrie plusr accessible ^ sans toutefois ne 
lui rien laisser perdre de sa rigueur^ j'ai démontré 
autrement qu'eux , et autrement qu'on ne le Êiit aujour- 
d'hui , plusieurs propositions fondamentales* 

J'ai dit que je m'étais conformé entièrement à la 
méthode des anciens ; mais , comme beaucoup de per- 
sonues connaissent peu cette méthode ^ je vais expo- 
ser le plus brièvement possible ce en quoi elle consiste* 
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Lés géomètres anciens , }e veux dire Euclide , Ar- 
chimède et Apollonius y ne se sont jamais permis de 
substituer des nombres aux lignes ^ aux surfaces et 
aux solides ; ils ne disent point par exemple : Le 
' cercle est égal au prod^uit de sa circonférence par. la 
moitié 'de son rayon ; la sphère est égale au produit 
de sa'surface par le tiers de son rayon. 

Pour démontrer que les figures semblables sont 
entre elles comme les quarrés de leurs côtés homo- 
logues ; que les solides semblables sont entre eux 
comme les cubes de leurs côtés homologues^ ils n'ont 
jamais fait usagç de proportions multipliées par ordre. 

Les anciens avaient deux théories des proportions^ 
Fune pour les nombres commensurables , et elle fait 
la matière des septième, huitième et neuvième livres 
d'Euclide; et Tautre pour 1^ quantités continues > 
commensurables ou incommensurables ^ et elle fait la 
matière du cinquième livre. Dans le septième livre > 
Euclide démontre que , si quatre nombres sont en 
proportion^ la somme des antécédents est à la somme 
des conséquents ^ comme un atitécédent est à son 
conséquent ; et dans le cinquième livre , il démontre 
que y si quatre grandeurs continues y commensura- 
bles ou incommensurables^ forment une:proporiion » 
la somme des antécédents est à la somme des consé- 
quents connue un antécédent est à son conséquent» 
Il démontre dans le septième livre que y, si quatre 
nombres ^out en proportion , le produit des extrêmes 
est égal au produit des moyens ; et que , si quatre 
nombres sont tels que le produit des extrêmes soit 
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égal au produit des moyens ^ les quatre nombres for- 
ment une proportion ; e( il démontre dans le sixième 
livre que , si quatre droites sont proportionnelles , le 
rectangle sous les extrêmes est égal au rectangle sous 
les moyens , et que si deux rectangles sont égaux j» 
la base de Tun et sa hauteur forment les extrêmes 
d'une proportion , et la base de l'autre et sa hauteur 
en forment les moyens. 

Les géomètres modernes , les anglais et allemands 
exceptés , du moins en* partie , ne font point usage 
dans la géométrie de la théorie des proportions 
qu'EucIide a exposée pour les grandeurs continues; 
ils se contentent d'employer les proportions numé- 
riques; mais comme les propriétés des proportions 
numériques ne peuvent se démontrer rigoureusement 
que quand les nombres qui les composent sont com- 
mensurables , il est évident que les géomètres mo- 
dernes pèchent contre la rigueur géométrique. 

Notre analyse géométrique est purement numérique; 
celle des anciens géomètres était fondée sur le cin- 
quième livre d'Euclide, et sur des théorèmes de géo- 
métrie rigoureusement démontrés. 

Je sais que les modernes trouvent l'analyse des an- 
ciens difficile à suivre dans les questions un peu com- 
pliquées; mais cette difficulté n'est occasionnée que 
par la mauvaise disposition dû texte, par le défaut de 
signes abréviatifs , et par la snppressiion des renvois. 
Mon ouvrage est terminé par deux propositions 
d'Archimède , démontrées analytîquement. La dé- 
monstration qu'il donne de la dernière, a de quoi 
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pour mettre le lecteur en état de juger laquelle de» 
deux mérite la préférence , je démontrerai ensuite , 
suivant Tune et l'autre méthode , quelques théorèmes 
de la géométrie élémedtaîre. 

Soit A une grandeur constante , et B une gran- 
deur variable , de manière que B étant plus petit 
que A ,\^ grandeur B ne puisse jamais surpasser A , 
et de manière que B étant plus grand que ^ , la 
grandeur B ne puisse jamais devenir plus petite que 
A. Si la différence des deux grandeurs A f B est 
plus petite que toute grandeur donnée , on dit alors 
que A est la limite de B ; limite majeure , si -^ est 
plus grand que B ; limite mineure y si A est plus 
petit que B. 

Soient les deux constantes A y B , et les deux va- 
riables a , i ; si les constantes A ^ B sont toutes les 
deux ou limites majeures ou limites mineures , on 
dît que A y B sont des limites semblables des va- 
riables a y h. 

On démontre que, si les variables dans tous leurs 
chcingemeuts sont en même raison , les limites sem- 
blables sont en même raison que les variables : voici 
cette démonstration* 

Que yl , B soient des limites semblables des varia- 
bles a yb y et que a ^b soient en même raison dans 
tous leurs changements; je dis que A '• B •• a * b% 

Que ^, // soient limites majeures. 

Si Ton n'a pdisalb:: A: By Ton aura a'bllA'B 
'—a:ydxihiejia*hllA'--x'*B. 
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Supposons que a : ^ :: A\ B — x. Faisons ensorte 
qiieÂ-+-^>5 — a:et<;-ff(*), et que aH-y? : è-+- 
^ :: a : 6 ; on aura a-\-p \ b-^ q w A \ B — x. Maïs 
b-^q > B — x; donc a-^- p^A ^ ce qui esi impos- 
sible , parce que A est limite majeure , donc Ton ne 
peut pas avoir a ". è :: -^ : 5 — x\ 

Supposons ensuite que a\ b\\ A — x \ B. Fai- 
sons ensorte^ que a-^p' ^ A — a:' et <] -^ , et que 
a'-\-p' \ b-^cj :: a\b ^ on aura a -f-^' : ô H- ^' ;: 
A^ — X : B. Mais a ^p > A — x' ; donc b-^q' 
^ B, ce qui est impcJssîble , parce que B est limite 
majeure. 

Que A , B soient limites mineures. 

Si Ton n^a pas a : b II A : B , Ton aura a l b :: A 
: B -\- X, ou bien a : b :: A'+- x' : B; 

Que a '' b 'l A : B -h X. Faisons ensorte que b-^rq 
<^B -+• xei'^ B ^ eique a-i-p l b-i-q :: a : b; on 
aura a-hplb-i-q '>' A: B+x ; mais tz-+-^<^5+a:; 
donc ûf-f- p<C^AyQe qui est impossible , parce que A 
est limite mineure; donc Ton ne peut pas avoir a I b 

:: A : 5-+- a:/ 

Que a i b \\ A -{' x' \ B. Faisons ensorte que 

{^) Cela peut toujours se faire par le moyen de la première 
proposition du liv. lo des Éléments d'Euclide , qui est ainsi 
conçue : Deux grandeurs inégales étant données , si de la plus 
grande on retranche une partie plus grande que sa moitié ou 
égale à sa moitié , si du reste on retranche une partie plus 
grande que sa moitié ou égale à sa moitié , et ainsi de suite , on 
trouvera un reste moindre que la plus petite des grandeurs 
proposées. 
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bldbles , inscrits dans les cercles C, c, sont en même 
raison dans tous leurs changements ; donc leurs limites 
C, c sont en même raison que les périmètres P » p 
de ces polygones; mais les périmètres P 9P sont en- 
tre eux comme les diamètres D , d des cercles CjC; 
donc C: ci: Did. 

Démontrons, suivant la méthode d^exhaustion , que 
les cercles sont entre eux comme les quarrés de leurs 
diamètres. 

Soient les cercles C, c^ ayant pour diamètres les 
droites Zî, d ; je dis que £>* l d- il C : c. Que cela 
ne soit point, on aura D'' 'd"" :: C le — x, ou bien 
D'id^iiClc-hx. 

Que D'' • d"" :: Cl c — ce. Dans le cercle c inscri- 
vons un polygone ^9, de manière que c — p > c — ao, 
et dans le cercle C inscrivons un polygone P sem- 
blable au polygone p , on aura D"" : d^ il P l p; mais 
D* : û?* :: C : c — x; donc P : p :: C : c — x ; mais 
p^ c — 00; donc P > C, ce qui est impossible ; donc 
Ton n'a point .D^'^d* H C l c — ao. On démontrera 
de la même manière que Ton n'aura point rf^ : D* :: 

A présent quel?* : rf* :: C:c-t-a:'/ on aura d* : 
D^ :: c-ho:': Cy mais c-\-oc' : C :: d C — y; donc 
d^C —y : D^'ild C — ^ r , ce qui est démontré im- 
possible ; donc Ton n'a point V : rf* :: C : cH-o:'; 
mais on a démontré que Ton n'avait pas D* : d* :: C : 
c — 3c ; donc Z)^ l d'' il C:c. 

Démontrer Ja même proposition suivant la méthode 
des limites. 
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Puisque dans les cercles C, c, oa peut inscrire deux 
polygones semblables P , ^ ? de manière que les gran- 
deurs C — P, c — p soient chacune plus petites que 
toute grandeur donnée, ces cercles seroçit les limites 
des polygones P ^ p ; mais deux polygones sembla- 
bles et inscrits dans des cercles, sont en même raison 
dans tous leurs changements ; donc les cercles Cy c 
sont en même raison que les polygones P 9 p; mais les 
polygones P , p sont entre eux comme les quarrés 
des diamètres de ces cercles ; donc C: c:: D* l rf% 

Démontrons, suivant la méthode d'exhaustion, qu'un 
cercle ^ est égal à un rectangle ayant pour base une 
droite égale à la circonférence du cercle ^ , et pour 
hauteur une droite égale au rayon de ce cercle. 

Si le triangle B n'est pas égal au cercle ^, il est plus 
grand ou plus pe.it. Qu'il soit plus petit; inscrivons 
dans le cercle ^ un polygone P plus grand que le 
triangle ; le polygone P sera égal à un triangle ayant 
pour base une droite plus petite que la circonférence 
du cercle A , et pour hauteur une droite plus petite 
que sou rayon ,- donc P est plus petit que B. Mais , 
au Contraire , P est plus grand que B , ce qui est im- 
possible ; donc B n'est pas plus petit que -^. 

Que B soit plus grand que ^.Circonscrivons au 
cercle ^ un polygone plus petit que le triangle^, ce 
polygone sera égal k un triangle ayant pour base une 
droite plus grande que la cit^conférence du cercle ^, 
et pour hauteur une droite égale à son rayon. Donc P' 
est plus grand que B ; mais ^ au contraire , P' est plus 
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petit que B , ce qui est impossible ; donc B n'est pas 
phis grand que j4. Donc B est égal à A. 

Démontrons la même proposition suivant la mé- 
thode des limites* 

Inscrivons et circonscrivons au cercle A deux 
polygones réguliers et semblables P, P' , de ma- 
nière que P' — P soit plus petit que toute grandeur 
donnée; il est évident , à plus forte raison , que les 
grandeurs P' — A ^ A — P sont chacune plus petites 
que toute grandeur donnée ; donc A est la limite des 
variables P jP\ Que les triangles semblables Ty T' 
soient égaux aiix polygones P yP' chacun à chacun ; 
donc r' — T'est jplus petit que toute grandeur donnée ; 
mais T<^Bet^'^ B ; donc B est la limite des 
variables T, T. Mais P' : T' :: P : T; donc les va- 
riables dans tous leurs changements sont en même 
raison ; donc les limites A ,B sont en même raison 
que P'T\ ; mais P'—T' ; donc A=B. Donc , etc. 

Les démonstrations , suivant ces deux méthodes ^ 
ont une partie commune qui en est la partie essen- 
tielle j et qui est fondée sur la première proposition 
du livre ro des Eléments d'Ettclide. 

C'est par le moyen de cette proposition que Ton 
démontre que, si 'd^une droite ou d'un arc de cercle, 
oa retranche lamoitié : que si -du reste on retranche 
la moitié , et ainsi de suite , on trouvera un reste qui 
•est parrie aliquote de cette droite ou de cet arc , et 
qui'est plus petit que toute droite donnée ou tout arc 
donné. (Voyez les art, 55,36, 70); c'est par ce moyen 
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que Ton démontre que , si d^un cercle on retranclie 
le quarré inscrit , si du reste on retranche l'excès 
de l'octogone inscrit sur le quarré inscrit , etc# , on 
trouve enfin un reste plus petit que toute surface don- 
née , et ce reste est le cercle moins le dernier poly- 
gone inscrit. C'est par ce moyen que l'on démontre 
que , si du quarré circonscrit l'on retranche l'octo- 
gone circonscrit, et ajinsi de suite, l'on trouve un 
reste plus petit que toute surface donnée, et ce reste 
est le dernier polygone circonscrit moins le cercle 
( voy . 85, 86 y 87 ) ; c'est enfin par ce moyen que l'on 
démontre que , si d'une pyramide on retranche deux 
prismes , que si de chacune des pyramides restantes 
on retranche deux prismes , etc. , on trouve çnfîn des 
pyramides dont la somme est plus petite que tout 
solide donné ( Voyez les art. 109, 1 10 ), etc.> etc. 

Voilà la partie qui est commune aux deux métho-^ 
des. Cette partie étant bien établie , le reste n'est , 
pour ainsi dire , qu'une formule banale. Mais la for- 
mule de la méthode d'exhauslion est claire, et porte 
la conviction dans l'esprit , et la formule de la mé- 
thode des limites ne me paraît pas avoir cet avantage. 
La méthode des anciens me parait donc préfé- 
rable ; si Pythagore et Plalon exigeaient que leurs 
élèves cultivassent les mathématiques , c'est parce 
qu'ils savaient que la géométrie était plus propre, que 
toute autre science , à accoutumer Thomme à raison- 
ner juste. La géométrie ancienne est , sous ce rapport, 
beaucoup préférable à la géométrie moderne. Voilà 
le motif qui me fait préférer les méthodes rigoureuses 
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dŒnclide, d'Archîmède et d'Apollonius, aux mé- 
thodes relâchées des géomètres qui ont paru dans la 
suite. 

Newton ne prisait ses sublimes découvertes que 
quand elles étaient démontrées avec toute la rigueur 
géométrique , et cet exemple utile a été suivi par 
MM. JLagrange et Laplace. 



Nota. Les renvois» à la géométrie de Bézout sont 
précédés de la lettre B, de cette manière ( B. 67 ) ; pour 
indiquer, qu'on doit lire les articles 67, 58, .îg, 60 
de la géométrie de Bézout, j'écris (L. 67 — 60). 

A l'exemple des anciens , je distingue les surfaces 
et les solides , en surfaces égales, en solides égaux ; 
en surfaces égales et semblables , en solides .égaux et 
semblables; en surfaces semblables et solides sem- 
blables. 

Je ne dis point la surface ou Taire d'un triangle est 
égale , etc. ; la solidité ou le volume de la sphère est 
égal , etc. ; car c'est comme si l'on disait : la surface 
ou l'aire d'une surface ou d'une aire terminée par trois 
droites est égale, etc. ; la solidité ou le volume d'un 
6olide ou d'un volume terminé par une surface dont 
tous les points sont également éloignés d'un point 
nommé centre est égal , etc., et en cela je parle encore 
comme les anciens géomètres. 
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!• L'espace que les corps occupent, a toujours les troîs 
dimensions, longueur^ largeur, et profondeur ou épaisseur. 
Quoique ces trois dimensions se tJroùvent toujours en- 
semble dans tout ce qui e^t corps, néanmoins nous les sépa- 
rons assez souvent par la pensée : c'est ainsi que, lorsque 
nous pensons a la profondeur d'une rivière, d'une rade, etc., 
nous ne sommes point occupés de sa longueur ni de sa lar- 
geur 'y pareillement , quand nouB voulons juger de la quan- 
tité de vent qu'une voile peut recevoir, nous ne nous occu- 
pons que de sa longueur et de sa largeur, et point du tout 
de son. épaisseur. 

Pareillement , quand nous voulons juger de la quantité de sau- 
cissons qui entrent dans la chemise d*une batterie, nous ne nous 
occupons que àp sa longueur et de sa largeur,' et point du tout de 
son épaisseur. 

Nous distinguerons donc trois sortes d'étendue-, savoir : 

L'étendue en longueur seulement , que nous appellerons 
ligne; 

L'étendue en longueiir et largeur seulement, que nous 
nommerons surface ou superficie; 

Enfin l'étendue en longueur, largeur et profondeur, que 
npus nommerons indifféremment, volume^ solide , corps. 

Nous examinerons successivement les propriétés de ces 
troîs sortes d'étendue j c'est la l'objet de la science qu'on 
appelle Géométrie. 

GEOMETRIE. A 
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SECTION PREMIERE. 

Des Lignes. 

2« JLes extrémités d^une ligne se nomment des points. On 
appelle aussi de ce nom les endroits où une ligne est coupée; ^ 
ou encore, ceux où des lignes se rencontrent. • 

On peut considérer le point comme une portion d'éten-^ 
due qui attroit infiniment peu de longueur, de largeur et de 
profondeur. . ' 

La trace d'un point qui seroit mu de manière a tendre 
toujours vers un seul et ^lème point, est ce .qu'on appelle. ^ 
une ligne droite. C'est le plus court chemin pour aller d^un .:^ 
ppint à un autre : AB (fig. i ) est une ligne droite. 

On appelle, au contraire, ligne courbe y la trace d'un/ 
point qui, dans son mouvement, se détourne infiniment . 
peu, a chaque pas. ;; 

On voit donc qu^il n*y a qu'une seule espèce de ligne '\ 
droite, niaîs qu'il y a une infinité de courbes différentes. :, 

Les lignes droites ou courbes , que nous pouvons tracer sur le . . 
papieivou sur toute autre surface , ne peuvent être sans quelque lar- 
geur, parceque le crayon, la plume, ou en général Hnstrument dont 
nous nous servons n'est jamais terminé par une pointe que Ton puisse 
regarder comme n'ayant ni longueur ni largeur. Aussi ces lignes ne 
doivent-elles êt^e regardées que cçmme la représentation des lignes 
proprement dites. 

Ôp Pour tracer une ligne droite d'une étendue médiocre, 
comme lorsqu'il s'agit de conduire par les deux points A.. 
et B (fig. i) une ligne droite sur le papier, on sait qu'on "^ 
.emploie une regletju'on appliquesurlesdeuxpoints A etB^ s 
ou- très près , et à distances égales de ces deux points , et j 
qu'avec un crayon ou une plume qu'on fait» glisser le long^.^ 
de cette règle, on trace la ligne A B. , -' > ' •'j 
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Maïs lorsqu'il s*aglt de tracer une ligne un peu grande , 
on fixe au poiut A rexlrëmité d'une ficelle ^ que l'on frotte 
avec un morceau de craie ; et appliquant un autre de ses 
points sur le point B^ on pince la ficelle pour l'ëlever au- 
dessus de ABy et la laissant aller, elle marque , en s'appli^ 
quant sur la surface, une trace qui est la ligne droite dont 
'il s'agit. 

Quand il est question d'îine ligne fort grande /miaîs dont 
les extrémités peuvent être vues l'une de l'autre, on se con- 
tente de marquer entre ces- deux extrémités un certain 
noml)re de points de celle ligné. Par exemple, lorsqu'on 
veut prendre ae> alignements sur lé terrain , on 'placé k 
Tune des extrémités B (fig. 2) un bâton ou jallon BD, que, 
par Je moyen d'un fil à-plomb, on réçd le plus vertical que 
faire se peut; On en fixe .un autre de la même manière au 
point A^ et, se plaçant à ce même point A, on fait placer 
snccessivement plusieurs autres jàllons, a. différen^points 
C, C, etc., entre A et B, de nranîere qu'appliquant l'œil le 
plus près qu'il est possible du jallon AD, et regardaut le 
jallon BD, celui GI)^ dont il s*agit, paroisse confondu avec 
BD; alors tous les points C, C, C, etc., déterminés de cette 
manière , sont dans la ligne droite AB. 






On s'y prendroit d'une manière semblable , s'il s'agissoit de pro- 
longer la ligne droite AB. . . 



Quand les deux extrémités A et B ne sont pas visibles 
lune de l'autre, on a recours a des moyens que nous ensei- 
gnerons par la suite. 

4 . , .... 

• Les lignes se mesurent par d'autres lignes; mais, en 

général, la mesure conimune des lignes , c'est la ligne droite. 
Mesurer une ligne droite ou courbe, bu une distancé quel- 
conque, c'est chercber combien de fois cette ligne ou cette 
iftslance contient une ligne droite connue et déterminée, 
J Ifoe l'on considère alors comme unité. Cette unité est abso- 
ment arbitraire : artssiy a-t-il bien des espèces de mesures 
^érentes en fait de lignes. Indéjpend^mment de la toise et 



4 ELEMENTS 

de ses parties, dont nous ayons fait coanoitre les subdivisions 
en arithmétique , on distingue encore le pas ordinaire , le pas 
géométrique y^ la brasse ^ etc., pour les petites étendues; la 
' lieue, le mille, le yrer^tc, etc., pour les grandes étendues. 

Lé pas ordinaire est de 2 pieds et demi. 

Le pas géométrique , qu'on appelle autrement pas double,., 
est de 5 pieds. 

La brasse est de 5 pieds ; on compte par brasses , dans la 
marine, les longueurs des cojdages et les profondeurs qu'on 
mesure à la solide. 

La lieue est convppsée d'un certain nombre de toises* ou 
de pas géométriques. La liçue niarine est de 2853 toises. Le 
mille, le werste, etc., sont pareillement des mesures itinér 
raires, dont la valeiur, ainsi que celle de là lieue, n'est pas la 
môme dans tous les pays , tant parceque chacune de ces es-, 
peces de mesures n'a pas par- tout le même nombre d'unités^ 
c'est-à-dire, le même nombre de pas, ou de toises, ou {lé; 
pi,eds, etc., que parceque le pied,, qui sert d'unité a ces^ 
toises ou à ces pas, n'est pas de même grandeur par-tout, 

5. Pour faciliter l'intelligence de ce que nous avons a dir& 
sur les. lignés, nous supposerons que les figures dans les? 
quelles nous les considérerons sont tracées sur une surface 
plane. On appelle ainsi une surface k laquelle on peut ap- 
pliquer eacactement une ligne droite dans tous les send. 

O. De toutes les lignes courbes , nou» ne considérerons, 
daus ces Eléments, que la cîrconféreMce du cercle. On ap* 
pelle ainsi une ligne courbe BÇFDG ( fig. 3), dont tous lei 
points sont également éloignés d'un même point Â pris dam 
le plan sur lequel elle est tracée. Le point Â se nomme 1( 
ceTtrre^ les lignes droites ÂB, AC, AF, etc., qui vont de ci 
point à la cirqonférence , ,se nomment rayons'^ et tous cei 
ray.ons sont égaux, puisqu'ils mesurent la distance du centn 
a chaque point de la circonférence. 

es lignes, comme BD, qui, passant par le centre, 9,1 
terminent de part et d'autre à la circonférence, sont appe 
XéçiiJÀàmçtres i conçone chac^uç dianaeti;^ e^t composé d 
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deax rayons, tons lés clîatnelres sont donc égaux. Il esft d'ail- 
leurs évident que tout diamètre partage la circonférence en 
deux parties parfaitement égales; car, si Ton, conçoit la figure 
plîéede façon que le pli soit dans le diamètre BD, tous les 
points de BGDdoivent s'appliquer sur BCED, sans quoi il 
y auroit des points de la circonférence qui seroient inégale- 
ment éloignés du centre. 

' Les portions BC, CE , ED , etc. , de la circonférenc|e , ^é 
nomment arcs; et ce qu'on appelle cercle^ c'est la surface 
même renfermée par la circonférence BCFDGB. 

Une droite , comme DF, qui va de l'extrémité D d*un arc 
a l'autre extrémité F, s'apppUe corde ou soutendante de cet 
arc. 

J. Il est aisé de voir que les cordes égales d'un même 
cercle ou de cercles égaux soutendent des arcs égaux , et 
.réciproquement. Car, si la corde DG est égale à là corde DF, 
en imaginant qu'on transporte la corde D G et son arc , pour 
appliquer DG sur DF, il est visible que le point D eiant 
commun , et le point G tombant alors sur le point F, tous 
les points de l'arc DG doivent tomber sur l'arc DF, puis- 
que, si quelqu'un de ces points ne tomboit pas sur l'arc D F, 
l'arc DG n'auroitpas tous ses points également éloignés du 
centre A. 

8. On est convenu de partager toute circonférence de 
cercle, grande ou petite, en 36o parties égales, auxquelles 
on a donné le nom de degrés : ou partage le degré en 60 par- 
ties égales, qu'on appelle fnînutes; chaque minute en 60 
parties égales, qu'on appelle secondes; et de toujours subdi- 
viser de 60 en 60^ en donnant aux parties , consécutivement , 
les noms minutes, secondes , tierces, quartes ^ quintes , etc. 

La marque du degré est celle-ci ° , 

Celle de la minute '' 

De la seconde ; '' 

De la tierce '" 

De la quarte i^ 
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Ainsi, pour marquer 3 degrés 24 minutes 55 secondes^ 
on écrit 3^ a4' 55". 

belle division de la circonférence est admise générale^ 
ment; mais des 'vues de commodité dans la pratique ont 
introduit, dans quelques parties des mathématiques pra- 
tiques , quelques usages particuliers dans la manière de 
compter les degrés et parties de degré. Les astronomes , par 
exemple, comptent les ^degrés par trentaines, qu'ils ap- 
pellent signes, c'est-à-dire, qu'ayant à compter 66®4^'y,P*Jf 
exemple ; comme ce nombre renferme 2 fois 3o° et 6^ ^ià!. 
de plus, ils compteroient 2 signes et 6^ /^a', et ils écriroient 

2*6^4'/. 

Les marins , pour les usages de la boussole , partagent la 
circonférence en 32 parties égales, dont chacune se nomme 
air ou rhumb de vent : chacune de ces parties est donc Ih, 
32* partie de 36o®, c'est-a-dire , qu'elle est de 1 1^ 1 5' ; ainsi, 
au lieu àe 45**, on dit 4 airs de vent, parceque 45** font 4 fois 
1 1® i5'5 pareillement, au lieu de 18® 27', on diroit i air de 
vent et 7^ 12'. 

Des angles , eu de leur Mesure. 

•i 

. r 

9. Deux lignes AB, ACj qui se rencontrent, peuvent ; 
former entre elles une ouverture plus ou moins grande, 
comme on le voit dans les figures 4? 5, 6. 

Cette ouverture; BAC est ce qu'on appelle un angle; et . 
cet angle est dît angle rectiligne , ou cun^iligrte, ou mixti- 
ligne, selon que les lignes qui le comprennent sont, ou 
toutes deux ligués droites, ou toutes deux lignes courbes; 
ou Tune , une lîgne droite, et l'autre, une ligne courbe. , 

Nous ne parlons, pour le présent, que des angles recti- ' 
lignes. 

10. Pour se former une idée exacte d'un angle ^ il faut ■ 
concevoir que la lîgne droite AB etoit d'abord couchée sur ' 
AC, et qu'on l'a fait tourner sur le point .A (comme lûié ' 
branche de compas sur sa charnière) , pour l'amener dans j 
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la position AB qu'elle a actuellement. La quantité dont AB 
a tourné est précisément cô qu'on appelle mil angle. 

D'après cette idée, on conçoit que la grandeur d'un angle 
ne dépend point de celle de ses côtés ; en sorte que l'angle 
formé par les lignes AG, AB (fig. 4)9 est absolument le 
même que celui que forment les lignes AF et AE, qui sont 
sfine extension de celles-là. En effet, la ligne AB et la ligne 
AE ont dÛL tourner chacune de la même quantité, pour 
Yenir dans leur position aétuelle^ 

Le point A, où se rencontrent les deux lignes AB, AC, 
s'appelle le sommet de l'angle^ et les deux lignes AB, AG, 
en sont les côtés. 

Pour désigner un angle, nous emploierons trois lettres, 
. donc l'une marque le sommet, et les deux autres sont pla- 
cées le long des côtés ; et en énonçant ces lettres , nous pla- 
cerons toujours celle du sommet au milieu : ainsj, pour dc-^ 
signer l'angle compris par les deux lignes AB, A G, nous 
dirons l'angle B AG ou G AB. 

Gette attention est principalement nécessaire, lorsque 
plusieurs angles ont leur sommet au même point ; car, si 
dans la figure 4 7 pai* exemple , on disoit simplement l'angle 
A, on ne sauroit si l'on veut parler de l'angle B AG ou de 
l'angle BAD ; mais lorsqu'il n'y a qu'un seul angle, comme 
dans la figure 4% ^rn peut dire simplement l'angle a, c'est- 
à-dire, le désigner par la lettre de son sommet. 

1 1. Puisque l'angle BAG (fig. 4)? n'est autre chose que 

la quantité dont le côté A B àuroit dû tourner sur le point A , 

pour venir de la position A G dans la position AB ; et que, 

dans ce mouvement , chaque point de AB, le point B , par 

exemple) restant toujours également éloigné de A, décrit 

nécessairement un arc de cercle qui augmente ou diminue 

[précisément dans le même rapport que Tangk augmente ou 

diminue , il est naturel de prendre cet arc pour mesure de 

[fingle; mais comme chaque point de AB décrit un arc de 

mguear différente, ce n'est point la longueur même de 

ftrc qu'il faut prendrer, mais le nombre de ses deç^vés^ ç'.x. 
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parties de degré , qui sera toujours le même potir'chaqûe arc 
décrit par /chaque point de AB, puisque tou5 ceis points 
commençant, continuârnt et finissant leur ïnouvement dans 
le même t'emps, font nécessairement le même nombre de 
pas ; toute la différence qu'il y a , c'est que les points les plus 
éloignés du point A font des pas plus grands. Nous pouvons 

donc dire que... 

.12. Un angle quelconque ,^ kC (fig. 4) a pour mesure 
le nombre des degrés et parties de degré de làrc compris 
entre ses côtés y et décrit de son sommet comme centre. 

Ain3i , quand par la suite nous dirons : Un tel angle a pour 
mesure un tel arc , on doit entendre qu'il a pour mesure le 
nombre des degrés ou parties de degré de cet arc. 

l3. Donc, pour diviser un angle en plusieurs parties 
égales y il ne s'agit que de diviser l'arc qui lui sert de mesure 
en autant de parties égales, et de tirer, par les points de divi- 
sion, des lignes au sommet de cet angle. Nous parlerons 
plus bas de la division des arcs. 

1 4» Et pour faire un angle égala un autre, par exemple , 
pour faire au point a de la ligne ac (fig. 4) Qû angle égal 
a l'angle BAC (fig» 4)> î^ faut, d'une ouverture de compas^ 
arbitraire, et du point a comme centre, décrire un arc indé* 
fini cb; posant ensuite la pointe du compas sur le sommet A 
de l'angle donné BAC, on décrira, de la* même ouverture, 
l'arc BC compris entre les deux côtés de cet angle 5 et ayant 
pris avec le compas la distance de C a B, on la portera de c 
en b; ce qui donnera le point ô, par lequel, et par le point a 
tirant la ligne aby on aura l'angle bac égal a BAC. 

En effet, l'angle bac sl pour mesure ic (12), et l'angle 
BAC a pour mesure B C. Or, ces deux arcs sont égaux, puis- 
qu'appartenant k des arcs égaux ils ont d'ailleurs des cordes 
égales (7) ; car la distance de £ k c a été faite la même qu€ 
celle de B k C. 

l5. L'angle BAC (fig. 5) se nomme angle droit, lorsque 
IVm AB de ses côtés ne penche ni vers l'autre côté AC, n; 
vers son prolongement AD. 
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On l'appelle angle aigu (fîg. 4) , lorsqii* Tun ÀB de ses 
côtes pencbc plus vers l'autre côté AC , que vers son pro- 
loDgement AD. 

Enfin on l'appelle obtus (fig. 6), lorsqu'un côlë AB penche 
plus vers le prolongement de l'autre côté AC, que vers ce 
côté même. 

l6- Concluons de ce qui a été dit (12) sur la mesure des 
angles , x ^ qu^un angle droit a pour mesute 90^ ; un angle 
aigu , moins que 90° ; et un angle obtus, plus qiie 90®. » 

Car, si la ligne AE (fig* 3) ne penche ni vers AB, ni vers 
son prolongement AD, les deux angles B AE, DAE seront 
égaux; donc les arcs B E et D E , qui leur servent de mesure^ 
seront aussi égaux : or, ces deux arcs , composant ensemble 
_. Ja demi-circonférence, valent ensemble 180® ; donc chacun 
d'eux est ^e 90^ : donc atissi les deux angles BAE, DAE 
,sont chacun de 90®. 

-; D'après cela, il est évident que» BAC est de moins, et 
BAF de plus que 90®. x 

17* ^^ Les deux angles BAC, BAD (fig. 4? 5 et 6) que 
forme une ligne droite AB tombant sur une autre droite 
CD, valent toujours ensemble 180*^. Car on peut toujours 
regarder le point A (fig. 4) comme le centre d'un cercle 
dont CD est alors un diamètre : or, les deux angles BAC, 
BAD ont pour mesure les deux arcs BC et BD qui com- 
posent la demi- circonférence; ils valent donc ensemble 180^ 
ou autant que deux angles droits. 

18. 3? Que si d'un même point A (fig. 3), on tire tant 
de droites AC, AE, AF, AD, AG, etc., qu'on voudra, 
tous les angles BAC, CAE, EAF, FAD, DAG, GAB, 
quelles comprennent, ne feront jamais que 36o°. Car ils ne 
peuvent occuper plus que la circonférence. 

19* Deux angles, tels que BAC et BAD (fig. 4)? ^"'f 
pris ensemble, font 180®, sont dits suppléments Y un de l'au- 
tre : ainsi BAC est le supplément de BAD, et BAD est le 
supplément de B A C ; parceque l'un de ces angles est ce qu'il 
faVidroit ajouter à l'autre, pour faire iSô**. 
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Les angles égaux auront donc des sappléments égaux; et 
ceux qui auront des suppléments égaux, seront égaux. 

2(y. Concluons de là, que les anglqs B A C , E AT> ( fig. 7 ), 
opposés au sommet, et formés par les deux droites BD, 
E C , sont égaux. c 

Car BAC a pour supplément CAD, et EAD^i aussi pour 
supplément CAD. 

21. On appelle com/iZemenf d'un angle ou d'un arc, ce 
dont cet arc est plus petit ou plus grand que 90°. Ainsi 
(fig. 3), l'angle BAC a pour complément CAE; l'angle 
BAF a pour complément FAE. Le complém.ent est donc ce 
qu'il faut ajouter à un angle, ou ce qu'il faut en çetranclier, 
pour qu'il vaille 90**. 

Les angles aig^us qui auront des compléments égaux se- 
ront donc égaux, et réciproquement. Il en sera de m^me 
des a'hgles obtus. 

On rencontre sans cesse les angles, tant dans la théorie 
que dans la pratique. 

C'est par les angles qu*on détermine les positions des objets les uns 
à regard des autres; les angles flanqués, les angles d'épaule et. de 
CQiortine, servent à déterminer la position des différentes lignes d'un 
froRt de fortification. Le tir du canon est réglé par Tangle que la ligne 
de mire fait avec le prolongement de Taxe de la pièce. 

t 

» n 

Nous aurons assez d'occasions par la suite de nous con- 
vaincre qu'on les rencontre à chaque pas dans la théorie. 
Quant k la pratique, nous ferons/ remarquer que c'est par 
les angles q^'on juge de la route que suit un navire ; qu'on • 
distingue si un navire qu'on rencontre en mer a le vent sur 
nous, ou si nous l'avons sur lui ; c'est par les angles qu'on 
détermine les positions des objetsles uns à l'égard des autres ; 
c'est en variant les angles que les voiles et le gouvernail font . 
avec la-qûille , qu',an produit les différentes évolutions du 
naurire, qu'on change sa route, et qu'on accélère ou qu'on 
retarde son mouvement. C'est encore par la mesure des angles 
qu'on parvient à déterminer en mer, en quel lieu on est. 
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Les instrum'enu qui servant k mçsnrer les angles on à 
former des angles tels qu'on le juge a propos , sont en assez 
grand nombre; nous allons faire connoître les principaux. 

2^. L'instrument représenté par la figure 8, et qu'on 
appelle rapporteur, sert à mesurer les angleis sur le papier, 
et à former sur le papier les angles dont on peut avoir be- 
soin. L'usafge en est commode et fréquent., C'est un demi- 
cercle de cuivre ou de corne, divisa en i8o°. Le centre de 
cet, instrument est marqué par une petite échancrure C. 
Quand on veut mesurer un angle tel que BAC (fig. 4> 5, 
6, etc.), on applique le centre G sur le sommet A de l'angle 
qu'von veut miesurer, et le rayon CB du même instrument, 
Sun l'un AC des côtés de cet angle; alors le côté AB pro- 
longé, s'il est nécessaire, fait connoitre, par celle des divi- 
sîons de l'instrument par laquelle il passe , de combien de 
degrés est l'arc du rapporteur compris entre les côtés de 
l'angle, et par conséquent (la) de combien de degrés est cet 
angle BAC. 

Pour faire, avec le même instrument, un angle d'un nom- 
bre déterminé de degrés, on applique le rayon CB de l'in- 
strument sur>la ligne qui doit servir de côté à l'angle qu'on 
veut former, et" de manière que le centre C soit sur le point 
où cet angle doit avoir son sommet; puis, cherchant sur les 
divisions de l'instrument le nombre de degrés en question, 
on marque sur le papier un point en cet endroit ; par ce 
point et par le sommet, on tire une ligne droite , qui Jtait 
alors, avec la première , l'angle demandé. 

23. Pour mesurer les angles sur le terrain, on emploie- 
l'instrument représenté par la figure 9 : on le nomme gra- 
phometre. C'est un demi-cercle divisé en iBo**, et sur lequel 
on marque même les demi-degrés , selon la grandeur de sou 
diamètre. Le diamètre D B fait corps avec l'instrument ; mais 
le diamètre EC, qu'on nomuie alidade , n'y est assujetti que 
par le centre A , autour duquel il peut tourner et parcourir, 
par son extrémité C, toutes les divisions de l'instrument. 
Chacun de ces d^ux diamètres est garni à ses deux extré- 
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mîtes de pinnuleis, a travers lesquelles on regarde les objets^ 
L'instrument est porté par un pied , et peut, sans rien chan- 
ger h la position du pied, être incliné dans tous les sens, 
selon qu'on en a besoin. 

Quand on veut mesurer l'angle que forment deux lignes 
droites tirées d'un point A oii l'on est , à deux autres objets 
F et G, on place le centre du graphometre en A, et on dis- 
pose l'instrument de manière que, regardant a travers les 
pinnules du diamètre fixe DAl^, on jhpperçoîve l'un F de ces 
deux objets, et qu'en même temps l'autre objet G se trouve 
dans le prolongement du plan de l'ilistrument, ce qu'on fait 
en inclinant plus ou moins le graphometre ; alors on fait 
mouvoir l'alidade EC jusqu'à ce qu'on puisse appercevoir 
l'objet G a travers les pinnules E et C; l'arc BC, compris 
entre les deux diamètres , est alors la mesure de l'angle B A F, 

On voit aussi, d'après ce que nous venons dé dire, com- 
ment t)n peut former sur le terrain un angle d'un nombre 
déterminé de degrés. On fait le plus souvent, sur la largeur 
et a l'extrémité du diamètre mobile, des divisions, qui, selon 
la manière dont elles correspondent aux divisions mêmes de 
l'instrunient, servent a connoitre les parties de degré de 5 
on 5 minutes , ou de 3 en 3. ^ 

Cet instrument est aussi, le plus souvent, garni d'une 
boussole ordinaire ou simple : on la voit dans la même 
figuré g. , - ^ 

L'aiguille aimantée, qui en fait la pièce principale, est 
soutenue en son milieu sur un pivot, sur lequel elle a toute 
la mobilité possible. Comme sa propriété est de rester con- 
stamment dans une même position, bu d'y revenir quand 
elle en a été écartée (au nioins dans un même lieu , et pen- 
dant un assez long intervalle de temps), on l'emploie utile- 
ment surees sortes d'instruments, pour déterminer la po- 
sition des objets a l'égard des points cardinauT^, on à l'égard . 
de la ligne nord et sud , avec laquelle elle fait toujours le 
même angle dai^s un même lieu. Sur le bord de là cavité qui 
renfermé l'aiguille, on marqué communément les 36o^ de la 
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circonférence. Quand on tourne Finstrument, l'aiguille , 
par la propriété quelle a 4^ revenir dans une même situa- 
tion ^imarque, parla nouvelle division. à laquelle elle répond, 
de com})ien de. degrés Tinstrument a tourné. 

On emploie aussi la boussole ordinaire sans' le grapho** 
mètre ; mais c'est seulement pour déterminer grossièrement 
les points de détail d'un plan ou d'une carte, dont les points 
principaux ont été fixés avec exactitude, de la manière àue 
nous exposerons par la suitCé 

24* La boussole marine , ou le compas de mer, ou encore 
le compas de variation (fig. 10), ne diffère guère de la bous- 
sole ordinaire que par une suspension, qui lui est propre, et 
qui a pour objet de faire que les parties de cette macbine^ 
qui servent a la mesure. des angles, ne participent à d'autres 
mouvements du vaisii^au qu'a cenx qu'il peut avoir pour 
tourner horizontalement. Lorsqu'elle n'est employée qu'à 
connoitre la direction de la quille du vaisseau, on Fappelle 
compas de rouie. Elle; est renfermée dans une espèce d'ar- 
moire, qu'on appelle habitacle , et qui est située dans le sens 
de la largeur du vaisseau. L'aiguille n'est pas isolée sur son 
pivot, comme dans la boussole ordinaire; elle seroix trop 
sujette à vaciller; on la charge d'un morceau de talc taillé en 
rond 9 et collé entre deux morceaux de papier; et on trace 
dessus la rose des vents, c'est-à-dire, qu'on en partage la 
circonférence en rhumbs de vent. On conçoit donc que si le 
vaisseau vient a tourner d'une certaine quantité, comme 
l'aiguille reste toujours ou revient toujours a la même situa- 
tion , elle ne répondra plus au même point de Fhabitacle } en 
observant donc quel est le rhuinb de vent qui répond à celui 
qu'occupoit d'abord l'aiguille, on connoîtra de combien le 
vaisseau a tourné. On pourra donc s'en servir pour ramener 
et re.tenil* constamment le vaisseau dans une même direction. 
Quand on emploie la boussole à relei*er\iès objets, c'est-a- 
dire, à recônnoitre l'air é/e vent auquel ils répondent, on 
l'appelle compas de variation : ce nom lui vient d'un autre 
usage dont ce n'est pas ici jie heu de parler. Alors on la garnit 
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de deux pinnules Â et B (fig. lo), par lesquelles on vise aux 
objets dont on veut connoitrela situation. En mer, il faut 
deux observateurs; Tiin qui tourne et ajuste le compas de 
variation de manière à appercevoir Fobjet; et /pendant ce 
temps, Tautre observe quelle est la position de Taiguille a 
l'égard de la ligne DE, qui est un fil tendu à angles droits 
sur la ligne qu'on conçoit passer par, A et B. 

Des Perpendiculaires et des Obliques. 

25. Nous avons dit (i5) que la ligne AB (fig. 5), qui ne 
penche ni vei-s A G ni vers AD, formoit avec ces deux par- 
ties des angles qu'on appelle droits. 

Cette même ligne AB est aussi ce qu'on appelle une per^ 
pendiculaire à la ligne A C, ou D G, ou AD, 

D'après cette définition, ou doit -regarder comme vérités 
évidentes les trois propositions suivantes. 

26. i*^ Quand une ligne AB (fig. 1 1 ) est pefpendieutairà 
sur une autre ligne G D , celle^i est aussi perpendiculaire 
sur la ligne A B. 

Gar, lorsque AB est perpendiculaire sur GD, les angles 
AEG, AED sont égaux : or, AED est égal k BEG (20); 
donc AEG est égal à BEG; donc la ligne GE ou GD ne 
penche ni vers A E ni vers B E; donc elle est perpendiculaire 
àAB. - 

2^. 2° D'un même point ^j pris dans une ligne GD , o/j 
ne peut éles^er qu'une seule perpendiculaire à cette ligne. 

2a. 3*^ Et d'un même point k.^' pris hors d'une ligne GD, 
072 né peut abaisser qu'une seule perpendiculaire à cette 
ligne, / 

Gar on conçoit qu'il n'y a qu'un seul cas où une ligne , 
passant par le point E ou par le point A, puisse ne pencher 
ni vers ED ni vers E G. : 

29. Les lignes qui, partant du point A, s'écarteront éga- 
lement de la perpendiculaire , seront égales ; et plus ces 
lignes s^icarteront de la perpendiculaire , plus elles seront. 
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longues^ et par conséquent ta perpendiculaire est la plus 
courte de toutes. 

Supposons que EG soit égale a EF; si l'on renverse la 
figure AEG sur la figure AEF, la ligne AE restant com- 
mune à toutes les deux, il est clair qu*a cause de Tangle 
AÊG égal à AEF, la ligne EG s'appliquera sur EF, et que 
le point G lomberasur le point F, puisque E G est supposé 
ég^l à EFj donc AG s'appliquera exactement sur AF j donc 
ces deux lignes sont égales. ' 

Quant à la seconde partie de la proposition \ il est évi- 
dent que le point G de la ligne CE, étant supposé plus loin 
de AB que le point F de la même ligne CE^, est nécessaire- 
nient plus éloigné de tel point de AB qu'on voudra, que le 
point F ne peut l'être du même point ; donc A C est plus 
grande que AF^ donc aussi la perpendiculaire est la plus 
courte de toutes. ^ ^ 

30. Les lignes A F, AC, Aô sont dites obliques à l'égard 
de la perpendiculaire A E et de la ligne G D ; et, en général, 
une ligne est oblique a une autre ^ quand elle fttit avec cette 

.autre un angle ou aigu ou obtus. 

31. Puisque (29) les obliques AF, AG sont égales, lors- 
qu'elles s'éloignent également de la perpendiculaire, il faut 
en conclure que, lorsqu'une ligne est perpendiculaire sur le 
milieu.K d'une autre ligne FG, chacun de ses points est aU" * 
tant éloigné de d'extrémité F, que de Vextrémité G ; car il 
est évident que ce qu'on a dit du point A s'applique égale- 

. ment a tout autre point de la ligne AE ou AB. 

3*2. Il n'est pas moins évident qu'z7 ny a que les points 
de la perpendiculaire AE sur le milieu deFG, qui puissent 
être également éloignés deF etdeG; car tout point qui sera 
à droite ou à gauche de la perpendiculaire, est évidemment 
plus près de l'un de ces points que de l'autre. 

Donc , pour qujune ligne soit perpendiculaire sur une 
autre, il suffît qu'elle passe par deux points dont chacun soit 
également éloigné de deux points pris dans cette autre. 

33. Goucluons de la, 1** que pour élev^erune perpendicu^ 
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laive sur le milieu d^une ligne A B ( fig. 1 2 ) , il faut poser une 
pointe du compas en B^ et, d'une ouverture plus grande que 
la moitié de AB, tracer un arc IK; poser ensuite la pointe 
du compas en A , et , dfs la même ouverture , tracer un arc 
LM qui coupe le premier au point G, qui sera également 
éloigné de A et de B. On déterminera ensuite \ de la même 
manière , un autre point P y soit au-dossous , soit au-dessus 
de A B y et en^ prenant la mèjpie ou une autre ouverture dé 
compas. Enfin on tirera , par les deux points G et D, la ligne 
CD qui (32) sera perpendiculaire sur le mUieu de AB. ' 

34r 2*^ *S/ d'un point E , pris hors de la . ligne A B (fig, 1 3) , 
on veut mener une perpendiculaire à cette ligne ^ on placera 
la pointe du compas en E , et , d'une ouverture plus grande 
que la plus courtje distance à la ligne AB, on tracera, avec 
l'autre pointé, deux petits arcs qui coupent AB aux points 
G et D ; puis, de ces deux points comme centres , et d'une 
• ouverture de compas plus griAide que la moitié de CD, on 
tracera deux arcs qui. se coupent eu yp ppiut F, par lequel , 
et par, le point E , on tirera la ligne EF, qui scra.perpendi* 
culaire sur AB (32), puisqu'elle aura de«ix points E et F 
également éloigné^, chacun, des deux points G et D de la 
ligne AB. 

35. Si le point E, par lequel on veut que la perpendicu- 
laire passe^ étoit sur I9 même ligne A j^ , on opéreroit encore 
de la mêqa^e manière. ( Vey.eiz. fig. i4-) 

Enfin, si le .poiut.E étoit tellement placé qu'on ne pût 
marquer comiiiodément qu'un des deux points G ou D , on 
proloi^igeroit la ligne AB, et ou opéreroit encore de même. 
{.Kojez figures i5 et.i6.) La figure i6 est pour le cas où l'on : 
veut élever une perpeui^iculaire à l'extrémité de la ligne A B. - 

Lorsqu'on a plusieurs perpendiculaires à tracer , pour abréger et ': 
pour éviter en même tempd la confusion qui pourroit naître de la \ 
multitude des traits dont il faudroit alors charger le dessin , on em~ -. 
ploie un instrument construit et vérifié d'après les méthodes précé- ' k 
dentés ; c'est Téquerre, qui est formée tantôt de deux règles perpen- ;^ 
diculaires Tune à l'autre , et assemblées par une charnière , pour 
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}>ou'Yoir être pliéeis Taïie sur l'autre lorsqu'on n'en fait point usage , 
tantôt d'une seule pièce de bois ou de cuivre , dont deux côtésl soni 
perpendiculaires l'un à l'autre. On applique une des règles ou l'un des 
tàtés de l'équerre sur la ligne proposée ,,en observant de faire glisser 
ce eôté jusqu'à ce que le second passe par le point donné ; alors , fai- 
sant glisser le crayon ou la plume le long du second côté de l'équerre, 
on a la perpendiculaire demandée. 

Sur le terrein , t>ù l'on opère en grand , on substitue au compas d'eft 
percbes ou des cordeaux ; mais , quand on fait usage de ces derniers , 
il faut avoir l'attention de leur donner la même tension , autant qu'il 
est possible , pendant la même opération. Pour donner une idée de la 
manière dont on les emploie , supposons qu^il s'agisse de placer le 
heurtoir d'une batterie . ( fig. 1 86 . ) • 

Comme c^est la pièce contre laquelle les roues de l'affût doivent 
^ porter quand on met le canon en batterie y elle doit être perpendicu- 
laire à la. ligne du tir, et par conséquent à la ligne du milieu de l'em- 
brasui'e. ^ 

Pour lui donner cette disposition , on tracera sur sa surface , et 
parallèlement à sa longueur, une ligne B C , sur laquelle on prendra 
arbitrairement les parties égales A B , A C , et l'on placera le point A 
sur la ligne du tir ; ayant fixé aux points B et C deux cordeaui^ 
d'égale longueur, on fera tourner le heurtoir sur le point A , Jus- 
qu'à ce que leurs extrémités puissent se réunir en un même point 
B sur la ligne du tir^ Le heurtoir B C sera perpendiculaire à la ligne 
du tir. ^ 

Des Parallèles^ 

36. Deux ligues droites, tracées sur uu mêuie plan , soni 
dites parallèles , lorsqu'elles ne peuvent jamais se rencon- 
trer, à quelque distance qu'on les imagine prolongées. 

Deux lignes parallèles ne font donc point d'angle entre 
elles» 

Donc deux parallèles sont par-tout également éloignées 
l'une dé l'autre; car il est évident que si en quelque endroit 
elles se trouvoient plus près qu'en un autre, elles seroient 
inclinées l'une k l'autre, et par conséqifent elles pourroieu^ 
enfin se rencontrer. 

GÉOMÉTBIE. a 
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D'après ces notions ; il est aisé d'établir les cinq propo$i- 
lions suivantes. 

37* I® Lorsque deux lignes parallèles AB ef CD (fig. i-j) 
sont coupées par une troisième ligne KF (tjuon appelle alors 
sécante), les cingles BGE,DHEoiiAGH,CHF, qu'elles 
forment d^un même coté y auec cette ligne, sont égaux. Car 
les lignes A B et CD , n^ayànt aucune iijLJclinaison entre 
elles (36) , doivent nécessaireinent être également inclinées 
d'un même côté y chacune à l'égard de toute ligne à laquelle 
on les comparera. 

38. 2** Les angles AGH, G HD sont égaux. Car on vient 
de voir que AGH est égal a CHF : or, QHF (20) est égal a 

, GHDj donc AGH est égala GHD. 

39. 3^ Les angles B GE , CHF sont égaux. Car BGE est 
égala AGH (20); or, ona^u(37)que AGH est égala CHF*, 
donc B GE est égal à CHF. [' 

49- 4"^ Les angles BGH, DHG ou AGH, CHG, sont', 
supplément l'un de l'autre ; car B G D est , supplénient de ^;^ 
BGE, qui (37) est égal a DHG. 

41. 5« L^s angles BGE, DHF ou AGE, CHF, sont \ 
supplément Vun de Vautre; car DHF.a pour supplément - 
DHG, qui (37) est égal k BGE. ■ 

42. Chacune de ces cinq propriétés a toujours lieu, lors- : 
que deux lignes parallèles sont rencontrées par une troî- ï 
sieme ; et réciproquement, toutes les Jbis que deux lignef .] 
droites auront dans leur rencontre auec une troisième Vune î 
quelconque de ces cinq propriétés j on doit conclure qu'elles \ 
sont parallèles ^ cela se démontre d'une manière absolument j 
semblable. i ,j 

On a donné aux angles dont nous venons d'examiner le» ■ j 
propriétés, des noms qui peuvent servir k fixer ctes proprié* .'j 
ces dai^s la mémoire. Les angles BGE, FHC se nomment 'j 
alternes externes, parcequ'ils so;it de différents côtés de la 
ligne EF, et qu'ils .sont tous deux hors des parallèles. Les 
angles AGH, GHD s'appellent alternes internes, parcequ'O* 
sont de différents côtés de la ligne E F,, et tous deux enti^ 
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les parallèles. Les angles BGH, DHG s^appellent internes 
4i^un même coté y parcequ'ils sont entre les parallèles, et d'un 
même côté de la sécante EF. Enfin, les angles BGE, D^F 
se nomnietit externes d'un même côté, parcequ'ils sont hors 
des parallèles , et d'un même côté de la sécante. 

43. Des pi'oprîétés que nous venons de démontrer, oii 
peut conclure , i ^ que si deux angles ABC, DEP(fig.i8), 
tournés d'un même côté, ont leurs côtési parallèles y ils seront 
égaux. Car, si l'on imagine le côté DE prolongé jusqu'à ce 
qu'il rencontre BC en G, les angles ABC, DGC seront 
égaux (S^j), et, par la même raison, l'angle DGC sera égala 
l'angle DE F-, donc ABC est égal à DE F. 

44» ^^ Que pour mener, par un point donné C, une ligne 
CD (fig. 19) parallèle à une ligne AB , il faut, par le point 
C, tirer arl^itrai rement la ligne, indéfinie CE F, qui coupe 
AB en un point quelconqi;ie E; mener (selon ce qui .à été 
enseigné (14))? par le point C, la ligne CD, qui fasse avec 
CE l'angle ECD égal à l'angleFE B que celle^i fait avec 
la ligne C D , tirée de cette manière , sera parallèle à A B (S^). 

Lorsqu'on a plusieurs parallèles à mener, on peut , pour abréger et 
pour éviter la multitude des traits , faire de Téquerre l'usage suivant. 

On placera fin côté de l'équetre sur la droite donnée, et, tenant 
l'autre côté appliqué contre une règle immobile , on fera glisser l'é- 
querre le long de cette règle, jusqu'à ce que le premier côté passe par 
le point donné ; la ligne tracée le long de ce même côté sera la paral- 
lèle demandée. 

Sur le terrain , pour mener une parallèle à une ligne donnée , on 
fi*y prend assez communément , en faisant en sorte que les deux lignes 
soient toutes deux perpendiculaires à une troisième; c'est ainsi que si 
Ton demandoit (fig. 187) de mener une parallèle à l'une des faces 
d'un bastion, et à une distance de 200 toises, on prendroit sur le pro- 
longement de la face de ce bastion un point F, duquel on éleveroit sur 
ce prolongement même une perpendiculaire FA longue de 200 toises ; 
et à l'extrémité A de celle-ci on éleveroit une perpendiculaire AB, 
qui seroit la parallèle demandée. 

Au reste , chacune des cinq propriétés établies ci-dessui 
peut fournir une manière de mener une parallèle. 
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45. Les perpendiculaires ei}^8 parallèles , dont nous Te* 
ïkons de parler successivement y 'sont d'un^ usage très fré- 
quent dans toutes les parties pratiques des mathématiques. 
Le^s perpendiculaires sont nécessaires dans la mesure des 
^rfaces, et des solidités ou capacités des corps; elles re- 
viennent a chaque pas dans toutes les opérations de l'archi- 
tecture navale. Comme Tangle droit est facile à construire, 
on fait, autant qu'on le peut, dépendre là construction des 
figures plutôt des perpendiculaires que de toute autre ligne. 

Les parallèles, outre leur grand usage dans la théorie, 
pour démontrer facilement un grand nombre de proposi- 
tions , sont la base de plusieurs opérations utiles. On les 
emploie beaucoup dans^ le pilotage , principalement pour 
marquer, sur les cartes marines, la route qu'a tenue un; 
vaisseau pendant sa navigation; ce qu'on appelle ;E?0£>2ter ou 
faire le point. Nous en dirons un mot par la suite. 

Des Lignes droites considérées par rapport à la circon- 
férence du Cercle; et, dès circonférences de Cercle 
considérées les unes à l'égard des autres. 

46. La courbure uniforme du cercle met en droit de con-< 
dure, sans qu'il soit besoin d'en donner une démonstration - 
rigoureuse 

I** Qu'une ligne droite ne peut rencontrer une cirçonfé- ^ 
rence en plus de deux points, 

2^ Que., dans un même demi ~ cercle , la plus grande 
corde soutend toujours le plus grand arc y et réciproquement. 

On appelle en général sécante (ûg, 20) toute ligne, comme 
DE, qui rencontre le cercle en deux points , et qui est en 
partie au dehors ; et on appelle tangente celle qui ne fait que 
s'appliquer contre la circonférence ; telle est A-B. 

47» U^e tangente ne peut rencontrer la circonférence 

' qiSen un seul point. Car, si elle la rencontroit en deux points ^ •' 

elle entreroit dans le cercle , puisque de ces deux pqjnta il ^ 

#eroit possiblç de tirer au centre deux rayonjs ou lignes,.; 
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égales^ entré lesquelles on peut toujours concevoir une per- 
pendiculaire sur. la ligne qui joint ces deux points : et comme 
cette pejjpendiculaîre (29) est plus Courte que cliapun des 
deux rayons, on voit que la tangente aurôit des points plus 
près du centre que ceux t)ù elle rencontre le cercle ; elle 
entreroit donc dans le cercle ; ce qui est contrelà définition 
que nous venons d'en donner. 

La tangente n'ayant qu'un point de commun avec le cer- 
cle , il s'ensuit que le rayon C A (fig. ai ), qui va au point 
d'attoucliement , est la plus courte ligne qu'on puisse tirer 
du centre a la tangente 5 que , pai» conséquent (29) , il est 
perpendiculaire à la tangente ^ «Donc > réciproquement; la 
tangente en un point quelconque A du cercle , est petpendi^ 
culair&Ji V extrémité du rayon C A qui passe par ce point, 

48. On voit donc que pour mener une tangente en un 
point donné A sur le cercle, il faut tirer à ce point-un rayon 
CA^ et mener à son extrémité une perpendiculaire, suivant 
la métbode donnée (35). 

49' Donc, si plusieurs cercles (fig. 22) ont leurs centres 
sur la même ligne droite C A , eJ passent tous, par le mçme 
point A , ils auront tous pour tangçnte commune la ligne T G 
perpendiculaire à C A ^ et se toucheront par conséquent tous, 

5o- Ainsi, pour décrire un cercle d'une grandeur déter- 
minée, et qui touche un cercle donné BAD (fig. 28) en un 
point donné A , il faut, par le centre C et par le point A, 
tirer le rayon G A qu'on prolongera indéfiniment; puîs^ du 
poini A, vers T ou vers V (selon qu'on voudra que l'un des 
cercles embrasse l'autre ou ne l'embrasse point), porter la 
grandeur du rayon du second cercle; après quoi , du centre 
T ou V, et du rayon TA ou VA, on décrira la circonfé*- 
rence EF. 

5 1 • La perpendiculaire éleuée sur le milieu d'une corde 
passe toujours par le centre du cercle , et par le milieu de 
Parc soutendu par cette corde (fig. 24.) 

Car elle doit passer par tous les points également éloignés 
des extrémités Ael B (82) : or, il est évident que le centre est 
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f^galemf ut éloigné des deux extpémités A et B qui sont deux> 
points de la circonférence; donc elle passe par le centre. 

U n*est pas moins évident qu'elle doit passer par le mi-» 
l^eu de Tare ; car, si E est le milieu de Tare , les aHcs égaux 
A£, BE ayant des cordes égales (7), le point E est égale- 
ment éloigné de A et de B 3 donc la perpendiculaire doit 
passer par le point. E. 

52. Le centre, le milieu de l'arc et le milieu de la corde , 
• éjtapt tous trois sur unç.même ligne droite, toutes les foiâ 

qu'une ligne droite passera par, deux de ces trois points, oh^ 
pourra conclure qu'elle p^sse par le troisième* 

Etcoxome on ne peut ];neiier qu'une seule perpendiculaire 
sur le milieu de la t^orde, on doit encore conclure que, h 
une perpendiculaire sur une corde passe par l'un quelcon-' 
que de ces trois points , elle passe nécessairement par les 
deux autres .i 

De ces propriétés on peut conclure, 

53. i*' Le moyen de diviser un angle ou un arc en deua> 
parties égales. 

Pour diviser l'angle BAC (fig. 25) en deux parties égales, 
on décrira de son sommet A comme centre, et d'un rayon 
^^rbitraire , l'arc DE; puis, des points D et E pris successi- 
vement pour.centres, et d'un même rayon, on tracera deux 
arcs' qui se coupent en un point G , par lequel et par le point 
A on tirera A G, qui (Sa),, étant perpendiculaire sur le mi- 
lieu de la corde DE, divisera en deux parties, égales l'arc 
DIE (5i), et par conséquent aussi l'angle B AC , puisque les 
deux angles partiels BAG, GAG ont (12) pour mesure les 
deux arcs égaux DI, EL 

54. 2° Le moyen défaire passer une circonférence de 
cercle par trois points donnés qui ne soient pas en ligne 
droite. 

Soient A, B, C (fig. 26), ces trois points; en tirant les 
lignes droites AB, BC, elles seront deux cordes du cercl& 
qu'il s'agit de décrire. 

EJevez une perpendiculaire (35) sur le milieu de AB; 
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faites la même cliose sur le milieu de BC^ le point C,' où se 
couperont ces deux perpendiculaires^ sera le cçntre^ car ce 
centre doit être sur D E (5 1), et, par la même raison , il doit ^ 
être sur FG; il doit donc être à leur rencontre I, qui est le 
seul point commun qu'aient cea deux lignes, 

55. S'il étoit question de retrouv^er le centre d'un cercle 
ou d'un urc déjà décrit, on voit donc qu'il n'y auroit qu'à 
marquer trois points à volonté sur cet arc , et opérer coi^m^ 
on vient de l'enseigner, 

56. Puisqu'on ne trouve qu'un jseul point I qui satisfasse 
a la question , il faut en conclure que' par trois points don-» 
nés on ne peut faire passer qu'un*seul cercle, et par consé* 
quent que deux circonférences de cercle ne peuvent se ren- 
contrer en trois points sans se confondre, 

5'J. 3° Le moyen de faire passer par un point donnée 
(fig. 27 et a8) une circonférence de cercle qui en touche une 
autre dans un point donné A. 

Il faut, par le centre G de la circonférence donnée, et par 
le point A où l'on veut qu'elle soit touchée , tirer le rayon 
CA qu'on prolongera de part ou d'autre,' selon qu'il sera 
nécessaire; joindre le point A au point B, par lequel on 
veut que passe la circonférence cherchée ; et élever sur le 
milieu de AB une perpendiculaire MN, qui coupera AC, 
ou son prolongement, en D. Ce point D sera le centre, et 
AD ou BD sera le rayon du cercle demandé; car, puisque 
la circonférence qu'on veut décrire doit passer par le point 
A et par le point B, son centre doit être sur MN (5i); d'ail- 
leurs, puisque cette même circonférence doit toucher l'au- 
tre en A , son centre doit être sur C A (/Jp) ou sur son prolon- 
gement; il est donc au point d'intersection de CA et de MN. 

5o. Si, au lieu d'une circonférence, c'étoit une ligne 
droite qu'il s'agît de faire toucher en un point donné A 
(fig. 29)," par un cercle passant par un point donné B, 
l'opération seroit la même , avec cette seule différence que 
la ligne AC seroit une perpendiculaire élevée au point A sui* 
celte droite. 
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5q* Deux cordes parallèles AB, CD (fig. 3o), intercep^ 
tent, entre elles, des arcs égaux AC, BD. 

Car la perpendiculaire GI, qu'on abaîsseroit du centre G 
sur AB, doit (5i) diviser en deux parties égales cliacun des 
deux arcs AIB,TI!ID, puisqu'elle sera en même temps per* 
pçndiculaire sur AB, et sur sa parallèle CD ; donc, si des 
arcs égaux AI, DI on retranche les arcs égaux CI> DI, les 
arcs restants A C, BD doivent être égaux. 

Concluons de la, que, quand une tangente IIK est pa- 
rallèle à une corde AB, le point d'attouchement I est préci- 
sément au milieu de l'arc AIB. 

Les propositions que nous avons établies (49 , 56 et 57) ont leur 
application dans la fortification et dans le tracé des bouches à feu, et 
de plusieurs attirails d*arlillerie; il y est souvent question d*arcs qui 
doivent se toucher ou toucher des lignes droites , et passer par des 
points donnés. 

OO, Les propositions que nous avons établies (5o, 5'j et 58) 
ont leur application dans l'architecture navale ou la construc- 
tion des navires; il y est souvent question d'^cs qui doivent 
se toucher ou toucher des lignes droites, et passer.pàr de's 
points donnés. Ce que nous avons dit peut. faciliter l'inlelli- 
gence de quelques unes des méthodes qu'on y prescrit. L'ar- ^ 
chittîcture civilp fait aussi, assez souvent, usage d'arcs qui se 
touchent. ' , 

6i.' La dernière proposition que nous venons de démon- 
trer peut, entre-autres usages, servir a mener une parallèle 
à une ligne donnée. 

' Des Jongles considérés dans le cercle. 

62. Nous avons vu ci-dessus (12) quelle est, en général, 
la mesure des angles. Ce que nous proposons ici n'est poîut 
de donner une nouvelle manière de les mesurer, maisd'éla- 
blir quelques propriétés qui peuvent nous être fort utiles par 
la suite, tant pour exlécuter certaines opérations, que pour 
facili^ter quelques démonstratîojis. 
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63. Un angle MAN (fig. 3i et 32), qui a son sommet 
h la circonférence, et qui est formé par deux cordés ou par 

. une tangente et par une corde ^ a toujours pour mesure la 
moitié de Tare BFED- £?om^m entre ses côtés. ' 

Menez, par le centre G, le diamètre F H parallèle au 
côté A M, et le diamètre GE parallèle au c6lé AN ; l'angle 
MAN (43) est ëgal à Fangle FCE; il aura donc la mêm'e 
mesure que celui-ci qui a son sommet au centre, c'est-à-<lire, 
qu'il aura pour mesure l'arc FE; il ne s'agit donc que de 
faire voir que Varc F'E est la moitié de l'arc BFED. Or, BF 
est égal a^AH (Sg), a cause des parallèles A M, H F; et k 
cause des parallèles AN et GE, l'arc ED est égal a A G; 
donc EDpIusBP valent A G plus A H , c'est-à-dire, GH; 
mais G H, comme mesure de Tangle GCH, doit être égal k 
FE , mesure de l'angfe FCE qui (20) est égal à G C H; dbnc 
BFplnsED valent FE; donc FE est la moitié de BFED; 
donc l'angle MAN a pour mesure la moitié de l'arc BFED 
qu'il comprend entre ses côtés. 

Cette démonstration suppose que le centre soit entre 
les côtés de l'angle , ou sur l'un des côtés ; mais si le centre 
étoit hors des côtés, comme il arrive pour l'angle MAL 
(fig. 32) , il n'en seroit pas moins vrai que cet angle auroit 
pour mesure la nioitié de l'arc BL compris entre ses côtés. 
. Car, en imaginant la tangente AN, l'angle BAL vaut LAN 
moins MAN; il a donc pour mesure la différence des me- 
sures de ces deux angles, c'est-a-dirc (puisque le centre est 
entre leurs côtés), la moitié de LE A moins la moitié de 
BEA, ou la moitié de B L. ' 

64. Donc, i« tous les angles^Pi^E, BCE, BDE (fig. 33), 
qui y ayant leur sommet à la circonférence y comprendront 
entre leurs côtés le même arc ou des arcs égaux, seront 
égaux. Car ils auront chacun pour mesure la moitié du 
même arc BE (63). 

•65. 2^ Tout angle BAC (fig. 34) qui aura son somniet â 
la circonférence , et dont les côtés passeront par les extré- 
mités d'un diamètre, sera droit ou de 90**. Car il comprendra 
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alors entre ses côtés la demi-circonfëreûce BOC, qui est de 
180^; et comme il doit etï avoir la moitié pour mesure (63) ^ 
il sera donc de 90®, "^ 

66. La proposition qu'on vient de démontrer (65) peut, 
entre plusieurs autres usages , avoir les deux suivants. 

6"^. i^ Pour élever une perpendiculaire à l extrémité B . 
d^une ligne F B (fig. 35 ) , lorsqu'on ne peut prolonger assex ^ 
cette ligne pour exécuter commodément ce qui a été enseir 
gné (35); voici le-procédé : 

D'un point Dpris'à volonté hors delà ligne F B, et d'une 
ouverture égale à la distancé DB, décrivez la circonférence. 
ABCH qui coupe FB en quelque^ point A; par ce point et ' 
par le centre D, tirez le diamètre ADC;'dù point C, on ce 
diamètre coope la circonférence, menez au point B la ligne ^ 
CB; elle sera perpendiculaire k F B ; car l'angle CBA qu'elle . 
forme avec F B a son sommet k la circonférence , et ses côtés J 
passent par les extrémités du diamètre AC; cet angle est î 
donc droit (65); donc CB est perpendicula«ire sur FB. 

68. a°. Pour mener d^un point donné E (fig. 56), hors du j 
cercle ABD, une tangente à la circonférence de ce cercle. \ 
Joignez le centre C et le point E par la droite C E ; décrive» J 
sur CE, comme diamètre, la circonférence CAED; elle'' ■ 
coupera la circonférence ABD en deux points A et D, par . 
chacun desquels, et par le point E tirant les lignes DE et_ 
AE, vous aurez les deux tangentes qu'on peut mener du 
point E k la circonférence ABD. 

Pour se convaincre que ces lignes sont tangentes , il n'y a ■ 
' qu'à tirer les rayons C D^t C A ; les deux angles C D E , C A E 
ont chacun leur sommet k la circonférence A C DE, et les 
deux côtés de chacun passent par les extrémités du diamètre 
CE; donc (65) ces angles sont droits ; donc DE et AE sont 
perpendiculaires k l'extrémité des rayons CD et CA ; donQ j 
(4^) ces lignes sont tangentes en D et en A. 

69» Si l'on prolonge le côté BA (fig. 3i) indéfiniment "'. 
vers I, on aura un angle NAI qui aura aussi son sommet à \ 
la circonférence^ cet angle , qui n'est point formé par deux ;^ 
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cordes^ mais seulement par une corde et par le prolonge*^ 
ment d^une autre corde y n'aura point pour fnesure la moitié 
de Tare AD compris entre ses côtés , mais la moitié de la 
somme des deux arcs AD et A B sou tendus par le côté AD 
et parle côté AI prolongé; car, DAI valant avec DABdeux 
angles droits, ces deux angles doivent avoir ensemble pour 
mesure la moitié de I4 circonférence : or, on vient de voir 
(63) que D AB avoît pour mesure la moitié de A D ; donc DAI 
Il pour mesure la moitié de AD et la moitié de AB. 

70. Un angle BAC (fig. 3*; ), qui a son sommet entre fc. 
centre et la circonférence , a pour mesure la moitié de l'arc 
BC compris entre ses cotés , plus la moitié de Varc BE eoni'* 
pris entre ces mêmes cotés prolongés^ 

Du point D, où C A prolongé rencontre la circonférence, 
lirez D F parallèle à A B ; l'angle B A C est égal k F D C (37) , 
et aura par conséquent la même mesure que celui-ci, c'est* 
à-dire, la moitié de Tare FBG (63), ou la moitié de BG plus 
la moitié de B F, ou ( k cause que (S9) B F est égal k D E ) , la.' 
moitié de BC plus la moitié de DE. 

7 1 . Un angle BAC (fig. 38) , qui a son sommet hors du 
cercle , a pour mesure la moitié de l'arc concave B C moins 
la moitié de l'arc cons^exe E D compris entre ses côtés. 

Du point D , où C A rencontre la circonférence , tirez D F 
parallèle a AB. 

L'angle BAC est égal a FDC (37); il aura donc la même 
' mesure que celui-ci, c'est-k-dire ,1a moitié de C F, ou la moitié 
de CB moins la moitié de BF, ou (k cause que BF est (Sg) 
égal h ED) la moitié de CB moins la moîtid de ED. 

72. On voit donc que quand les côtés d'un angle inter- 
ceptent un arc de circonférence , si cet angle a pour mesure 
la moitié de l'arc compris entre ses côtés , il a nécessaire- 
ment sou sommet k la circonférence; car, s'il l'avoit ailleurs, 
les propositions démontrées (70 et 71) feroient voir qu'il 
a'a j)oint la moitié de cet arc pour mesure. Donc , de quel- 
(pie façon qu'on pose un môme angle , si ses côtés ( fig. 33 ) 
passent toujours par les mêmes points B et E de la circonfé- 
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rence, son sommet sera toujours sur quelque point de Ï9t' 
circonférence. Donc, si deux règles AM, AN(fig. Sg), fiié- 
ment attachées Tune a l'autre^ roulent ensemble dans un ' 
'même plan, en touchant continuellement deux points fîtes 
B et C , le somnu^t A décrira la circonférence d*un cercle qui 
passera par les deux points B et C. 

Ceci peut servir, i° à décrire un cercle qui passe par trois . 
points donnés B, A, C (fig. Sg), lorsqu'on ne peut apprù»» 
cher du centrei^ Il faudra joindre le point A aux deux point» 
B et C, par denxreghîs AM, AN; fixer ces deux règles de 
manière qu'elles ne puissent s'écarter Tune de l'autre ; alors^ 
en faisant mouvoir l'angle BAC de manière que les règles 
A M, AN touchent toujours les points B et C , le sommet ti. - 
décrira la circonférence demandée. 

a° A décrire un arc de cercle d\in nombre de degrés 
proposé j et qui passe par deux points donnés B ef C ; ce qui l 
peut être nécessaire dans la pratique. ; 

*■ Pour cet effet , on retranchera de 36o® le nombre des de*!,/ 
grés que cet arc doit avoir, et, ayant pris la moitié du reste ^ 
on ouvrira les deux règles de manière qu'elles fassent un ■ 
angle égal a cette moitié. Fixant alors les deux règles l'une à ï 
l'autre, et les faisant tourner autour de deux pointes fixées- ■, 
en B et C, l'arc BAC que le sommet décrira dans ce mou* 
vement, sera du nombre de degrés proposé. 

(C II est facile de voir pourquoi on fait l'angle BAC égal 
à la moitié du reste; c'est qu'il a pour mesure la moitié de 
BC, qui est la différence entre la circonférence entière et 
l'arc BAC.» 

Des Lignes droites qui renferment un espace. 

m 

^3. Le moindre nombre de lignes droites qu'on puisse., 
employer pour renfermer un espace, est trois; et alors* 
cet espace se nomme triangle rectiligne^ ou simplement ^^ 
triangle. ABC (fig ^o) est un triangle, parceque c'est un * 
espace renfermé par trois lignes droites; ou plus exacte» 
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anent, parocque c'est une figure qui n'a que trois angles. 

Il estëvîdent que dans tout triangle, la somme de deux 
.côtés pris conàme on le voudra, est toujours plus grande 
que le troisième. A B plus B C , par exemple, valent plus que 
A G; parceque AC, étant la ligne droite qui va de A à C^ 
est le plus court chemin pour allçr d'un de ces points a 
Vautre. ^ 

Un triangle dont les trois côtés sont égaux , se nomme 
triangle équîlatéral {ûg, ^i). 

Celui dont deux côtés seulement sont égaux, se nomme 
triangle isocèle ( fig.' jI^tl ). 

Et celui dont les trois côtés sont inégaux , se nomme 
triangle scalcne (fig. ^o). 

^4* -La somme des trois angles de tout triangle rectiligne 
^aut deux angles droits, ou i8o°. 

Prolongez indéfiniment le côté AC vers E (fig. 4^)/ et 
concevez la ligne CD parallèle au côté AB. 

L'angle BAC est égal à l'angle DCE (87), puisque les 
lignes AB et CD sont parallèles. Uangle ABC est égal à 
Tangle BCD par la seconde propriété des parallèles (38); 
donc les deux angles BAC et ABC valent ensemble autant 
que les deux angles BCD et DCE, c'est-a-dire, autant que 
l'angle BCE; maîsBCE est supplément (17 et 19). de BAC; 
donc les deux angles BAC et ABC forment ensemble un 
supplément de BC A ; donc ces trois angles valent ensem- 
ble i8o°. 

75. La démonstration que nous venons de donner prouve 
donc en même temps que T angle extérieur BC¥, d'un trian- 
gle ABC vaut la somme des deux intérieurs B AC ef ABC 
^ui lui sont opposés. 

Concluons de ce qu'on vient de dire (74) > 1° guun trian- 
gle rectiligne ne peut ai^oir quun seul angle qui soit droit ; 
et alors on l'appelle triangle rectangle (fig. 43). 

a® Qu'à plus forte raison il ne peut avoir qu'un seul angle 
qui soit obtus ; dans ce cas, on l'appelle triangle obtusangle 
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3^ Maïs il peut ai^oir tous ses angles aigus ; et alors il est 1 
dit triangle acutangle (fig. 45). 

4^ Que connaissant deux angles ou seulement la somme .! 
de deux angles d'un triangle, on connoît le troisième ^ 
angle j en retranchant de i8o° la somme des deux angles 
connus. q 

5° Que lorsque deux angles d'un triangle sont égaux à \ 
deux angles d'un autre triangle , le troisième angle de cka^ ; 
cun est nécessairement égal; puisque les trois angles de cha«' 
que triangle valent i8o°. 

6^ Que les deux angles aigus d'un triangle rectangle sont 
toujours complément (21) Van de Vautre. Car, dès que l'un 
des augles du triangle est de 90°, il ne reste plus que go* 
pour les deux autre» ens (mlJr. 

76. -Nous avons vu ci-dessus (54) qu'on pou voit faire , 
passer un« circonférence de cercle toujours par trois points 

qui ne sont pas en ligne droite; concluons-en que 

' On peut toujours faire passer une circonférence de cercle 
par les sommets des trois angles d'un triangle. On appelle 
cela circonscrire un cercle à un triangle. ^ 

77* De là il est aisé de conclure, 1** que si deux angles | 
d^un triangle sont égaux , les côtés qui leur sont opposés ,\ 
seront aussi égaux ; et réciproquement, si deux akés d'un. '{ 
triangle sont égaux , les angles opposés h ces cotés seront 
égaux. 

Car, en faisant passer une circonférence par les trois an- .. 
gles A, B, C (fig. 46), si les angles ABC, ACB sont égaux, " 
les arcs ADC, AEB, dont les moitiés leur servent de me^ 
sure (63), seront nécessairenient égaux; donc (7) lés cordes . 
AC, AB seront égales; et réciproquemebt, si les côtés A G, 
AB sont égaux, les arcs ADC, AEB seront égaux; donc les 
angles ABC, ACB, qui ont pour mesure la moitié de ce» 
arcs, seront égaux. \ 

Donc les trois angles d'un triangle équilatéral sont égaux, , 
•t valent, par conséquent, chacun Iç tiers de i8o® ou 60^. 
78. a® Dans un même triangle ABC (fig. 47)> '^ P^^^ 
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grand coté est opposé au plus grand angle ^ le plus petit côté 
au plus petit angle y et réciproquement. 

Car, si l'angle ABC est plus grand que Tangle ACB, l'arc 
A. G sera pins grand que Tare AB^ et par conséquent la 
corde AC plus grande que la corde AE. La réciproque se 
démontre de même. 

De r égalité des Trianglesi 

79* ^ 7 ^ plusieurs propositions dont la démonstration 
est fondée sur l'égalité de certains triangles qu'on y consi- 
dère-, il , est donc à propos d'établir ici les caractères aux- 
quels on peut reconnoitre cette égalité. Us sont au noml)re 
de trois. 

oO* Deux triangles sont égaux , quand ils ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Que l'angle B du triangle BAC (fig. 48) soit égal à l'angle 
E du triangle EDF (fig. 49); que le côté AB soit égal au 
GÔtéDE, et le côté BC égal au côtéEF; voici comment on 
peut se convaincre que ces deux triangles sont égaux. 

Concevez la figure ABC appliquée sur la figure DE F, de 
manière que le côté AB soit exactement appliqué sur son 
égal D E ; puisque l'angle B est égal à l'angle E , le côté BG 
tombera sur EF; et le point C tombera sur le point F, puis- 
que BC est supposé égal k EF. Le point A étant sur D, et 
le point C sur F, il est donc évident que AC s'applique 
exactement sur DE, et que par conséquent les deux trian- 
gles* conviennent parfaitement. 

Donc, pour construire un triangle dont on connoltroît 
deux côtés et l'angle compris, on tirera (fig. 49) ^^^ ligne 
DE égaleàl'nndes côtés connus: sur cette ligne on fera (i4) 
nn angle DE F égal à l'angle connu, et, ayant fait EF égal 
au second côl^ connu, on tirera DF; ce qiii achèvera le 
triangle demandé. 

o I . Deux triangles sont égaux, quand ils ont un côté égal 
(id/acent à deux angles égaux chacun à chacun. 
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Que le cÛté AB (fig. 48) soit égal au cô^é DE (fig. 49),^ : 
Tangle B égal k ranglè E , et Taugle A égal k l'angle D, ^ 

Concevez le c6 té A B appliqué exactement sur le côté DE ; : 
BC se coucliera sur E F, puisque Tangle B est égal a Tangle 
E; pareillement! puisque Tangle A est égal k Tangle D , le j 
côté AC se couchera sur DF ; 4onc AC et BC se rencon- j 
treront au point F ; donc les deux triangles sont égaux, r \ 

Donc , pour construire un triangle dont on connoltrott j 
un côté et les deux angles adjacents^ on tirera (fig. 49) une \ 
ligne D E égale au côté connu ; aux extrémités de cette ligne^ ' 
oA fera (i4) les angles E et D égaux aux deux angles connus; ] 
alors les côtés EF, DF de ces angles termineront^ par leur j 
rencontre, le triangle demandé. ! 

82, La proposition (81) peut servir a démontrer que les -; 
parties KG ^ BD (fig. 5o), de deux parallèles interceptées i 
entre deux autres parallèles A B , C D , sont égales. 

Abaissez les deux perpendiculaires AE, BF; les angles 
AEC, BFD sont égaux, puisqu'ils sont droits; et k cause î 
des parallèles AC et BD, AE et BF, l'angle EAC est égal a ^ 
l'angle F BD (43). D'ailleurs, AE est égal k BF (36);,donc^ i 
les deux triangles A E C , BF D sont égaux, puisqu'ils ont un - 
côté égal adjacent k deux angles égaux chacun k chacun,; ■*■! 
donc A C est égal k B D. .] 

On démontrera de même que, si AC est égal et parallèle ; 
k BD , A B sera égal et parallèle k CD ; car, outre le côté AC 
égal k BD, et l'angle droit en E ainsi qu'en F, l'angle AGE 'l 
sera égal k BDF, puisque AC est parallèle k BD Ci']), donc 
(^5) le troisième angle EAC sera égal au troisième angle j 
DBF; donc les deux triangles auront un côté égal adjacent 3 
k deux angles égaux chacun k chacun ; donc ils seront égaux; j; 
donc AE est égal k BF, et par conséquent les deux lignes . i 
sont parallèles : or, de Ik et de ce qu'on vient de démontrer ' 
(82) , il s'ensuit que A B est égal k CD. H 

oO. Deux triangles sont égaux y lorsqu'ils ont les trois. 1 
côtés égaux chacun à chacun. 

Que le côté AB (fig, 48) soit égal au côté DE (fig. 49)^ 



/■■ 



DE GEOMETRIE. 33 

le côté B G égal au côté EF, e( le côté ÂG égal au côté D]^. 

Concevez le côté AB exactement appliqué sur DE, et le 
plan BAG couché sur le plan de la figure DE F; je dis que 
le point G tombe sur le point F. 

Décrivez des points D et E comme centres, et des rayons 
DF et EF, les deux arcs IK et HG qui se coupent^n F*, il 
est évident que le point G doit tomber sur quelque point de 
IK, puisque A G est égal à DF ; par une semblable raison, 
le point G doit tomber sur quelque point de GH, puisque 
BG est égal a EF ; il doit doue tomber sur le point F, qui 
est le seul point commun que ces deux arcs puissent avoir 
d'un même côté de D E ; donc les deux triangles conviennent 
parfaitement, et sont par conséquent égaux. 

Donc, pour construire un triangle dont on connoitroit 
les trois côtés, il faut (fîg. 49) tirer une droite DE égale à 
l'uû des côtés connus; du point D comme centre, et d'un 
rayon égal au second côté connu , décrire Tare IK; pareille- 
ment, du point E comme centre, et d'un rayon égal au troi- 
sième côté connu, décrire Tare GH; enfin, du point d'in- 
tersection F, tirer aux points D et Ë les droites F D et F £. 

Des Polygones. 

o4» Une figure de plusieurs côtés s'appelle en général un 
polygone. 

Lorsqu'elle a 3 côtés, on l'appelle triangle'ou trilatere; 
lorsqu'elle' en a 4> quadrilatère; 

5, pentagone; 

6 , hexagone ; 
.7, , eptagone; 

8, octogone; 

9, ennéagone ; 
10, décagone. 

Nous n'étendons pas davantage la liste de ces noms, par* 
oeqn'u ne' figure est aussi bien désignée en énonçant le nom- 
bre de ses cjô tés, qu'en employant ces différents noms, dont 
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le grand nombre chargeroit ^ssez inutilement la mémoire 
nous n*exposQns ceux-ci quepascequ'iU se rencontrent pld 
fréquemment que lei autres. 

On appelle angle> saillant celui dont le sommet est hoi 
' delà figure ;.la figure 5i a tous ses angles saillants. 

L*ang|e rentrant est , au contraire y celui dont le somme 
entre dans la figure; l'angle CDË (fig. 5a) est un angl 
rentrant. 

Les propriétés dçs polygones ont une application assez fréquent 
dans la fortification. Les termes d'angle saillant, an^e rentrant, y son 
particulièrement appliqués aux angles du chemin couvert et des Kgne 
de retranchement. 

On appelle diagonale une lîgo e tirée d*un angle à un antre 
dans une figure quelconque. AD, AC ( fig. 5i ) sont des dû 
gonales. 

85. Tout polygone peut être partagé j par des diagonale, 
menées d^un de ses angles, en autant de triangles %noin 
deux quil a de côtés. 

L'inspection des figures 5i et Sa suffit pour faire senti 
que cela est vrai généralement. 

80« Donc j pour ax^oir la somme de tous les angles inté 
rieurs d'un polygone quelconque , il Jaut prendre 180 autan 
de fois moins deux qviil y a de côtés. 

Car il est ^vident que la somme des angles intérieurs do 
polygones ABCDE (fig. 5i) et ABCDEF (fig. 5a) est li 
même que celle des angles des triangles ABC, A CD, ete 
Or, la somme des trois angles de chacun de ces triangles es 
de 180 degrés; il faut donc prendre 180^ autant de fois qu*i 
y a de triangles, c'est-h^^dire (85), autant de fois moins deua 
qu'il y a de côtés. 

Remaeque. Dans la figure 5a, l'angle CDE, pour ètri 
compris dans la proposition précédente, doit être compté 
noi^ pas pour la .partie G Dfl extérieure au polygone , maij 
pour la partie CDE composée des angkr A D E , j^ D G ; c Vfi) 
un angle de plus de 180% et qu'on ne doit pas moins conav 
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dérer comme angle, que tout autre angle au-dessous de i8o^. 
Car un angle n'est en général (lo) que la quantité dont une 
figne a tourné autour d'un point fixe ; et , soit qu'elle tourne 
de plus ou de moins que i8o^, la quantité dont elle a tourné 
est toqjonrs un angle. 

07* Si Pon prolonge f dans le même sens, tous les côtés 
éhui polygone qui n'a point d'angles rentrants , la somme 
de tous les angles extérieurs ^vaudra 36o^y quelqpe nombre 
décotes qu'ait le polygone, ( Voyez fig. 5i.) 

' Car chaque angle extérieur est le supplément de l'angle 
intérieur qui lui est conlîgu; ainsi les angles taut intérieurs 
qu'extérieurs valent autant t\e fois 180^ qu'il j a de c6tés ; 
■ais (86) les intérieurs ne different.de cette somme que de 
Asiiz toiê 180® ou 36o^ \ il reste donc 36o° pour les augles 
«Uérieurs. 

88. On appelle polygone régulier celui qui a tous ses 
inglea égaux et toua ses côtés égaux. {Voyez fig. 53.) 

11 eat donc toujours facile de savoir combien vaut chaque 
iBgle intérieur d'un polygone régulier; car, ayant trouvé par 
h proposition enseignée (86) combien valent ensemble tous 
les angles intérieurs ^ il n'y aura qu'à diviser cette valeur to- 
tale par le nombre des côtés : par exemple ^ si l'on demande 
combien vaut chaque angle intérieur d'nn pentagone régu- 
lier; comme il y a 5 côtés , je prends 180^ 5 fois moins detix, 
c'est-a-dire y 3 fois ; ce qui donne 54o^ pour là valeur des 5 
iDglçs iutérieurs; donc^ puisqu'ils sont tous égaux, chacun 
ioît valoir'la cinquième partie de 54o% c'est-à-dire, 108^. 

89* De la définition du polygone régulier, il suit qu'o/i 
fmt toujours faire passer une même circonférence ae cercle 
ftir Êou^ les angles d'un polygone régulier. 

Car il est prouvé (54) qu'on peut faire passer une circon- 
iirence de cercle par les trois points Â, B, G (fig. 53) ; or, 
je dis qu'elle passe aussi par ^extrémité du côté CD; en 
(Set, il est facile de prouver que le point D, où cette cir- 
coaférence doit rencontrer le côté CD, est éloigné de C 
fane quantité égale à BC; car l'angle ÂrBG étant égal à 
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B CD, les arcs AEC,BFD, dont les moitiés servent de me- 
sure a CCS angle9 (63), doivent être égaux : retranchant de 
chacun Tare commun A F, ED, les arcs restants CD et AB 
doivent être égaux ; donc aussi (7) les cordes C D et A B sont 
égales; donc le point D*, où le côté CD est rencontré par la 
circonférence qui passe par A, B', C, est le même que le 
sommet de l'angle du polygone. On démontrera la même 
chose des (^pgles E et F. 

00. On voit donc que, pour circonscrire un cercle à un 
poljgone régulier^ la question se réduit à faire passer un 
cercle par les sommets de trois de ses angles ; ce qui se fait 
de la manière enseignée (6!^.). 

<)I . Toutes les perjiehdiculaires abaissées du centre d'un 
polygone régulier, sur les cotés ^ sont égales. Car ces perpen- ■ 
dlculaires OH, OL devant tomber sur le milieu de chaque^- 
côté (52); les lignes AH et AL serôtit égales; or, AO est 
commun aux deux triangles OHA et OLA; d'ailleurs, a*^ 
cause des triangles ABO, AOF^ qui ont tous leurs côtés 
égaux chacun h chacun , les angles O A H, O AL sont égaux; 
donc les deux triangles O A H > O A L, qui ont un angle égal ; 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun , sont 
égaux (80). Donc O H eét égal à OL. 

Donc, si d'un rayon égala l'une de ces perpendiculaires' 
on décrit une circonférence , elle touchera tous les côtés. 
Cette circonférence est dite inscrite au polygone. 

Les pierpendiculaires O H, O L s'appellent , chacune , Tu- . 
pothéme du polygone. * .-.. 

92. 11 est clair que, si du centre du polygone régulier on- > 
tire des lignes k tous les angles, ces lignes comprendront^ 
entre elles des angles égaux, puisque ces angles auront pour '^ 
mesure des arcs qui sont soutendus par des cordes égalea; 
donc, pour as^oir V angle au centre d'un polygone régulier, 
il faut diviser Sôo*' par le nombre des cotés. Car ces angle» 
égaux ont tous ensemble pour mesure la circonférence en—^ 
tiere. Par exemple, pour l'hexagone, chaque angle au centrale 
sera la sixième partie de 36o^, c'est-à-dire , sera de 60^. *^ 
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q3. Donc le côté de Vhexagone est égal au rayon du cer- 
cle circonscrit. Car, en tirant les rayons AO et B O, le trian- 
gle A OB sera isocèle, et par conséquent (77) les deux angles 
B AO et ABO seront égaux : or, comme Pangle AOB est de 
60% les deux autres doivent valoir ensem^e 120° (•j5);donc 
chacun d'eux est de 60^; les trois angles sont donc égaux, 
et par conséquent le triangle est équilatéral (77) ; donc AB 
est égal au rayon A O. 

94* Nous n'en dirons pas davantage sur les polygones 
réguliers, dont les autres propriétés sont d'ailleurs très fa- 
ciles a déduire de celles qu'on vient d'exposer ; la seule chose 
que nous ajouterons, est l'usage dfe la dernière proposition 
pour la division de la circonférence^ de 1 5 en 1 5 degrés. 

On tirera deux diamètres A B, DE (fig. 54) perpendicu- 
laires l'un à l'autre, et, ayant pris une ouverture de compas 
égale au rayon CE, on la portera successivement de E en. F, 
et de A en G ; le quart de la circonférence AE sera, par ce 
moyen, divisé en trois parties égales AF, F G, GE; car, 
puisqu'on a pris le rayon pour l'ouverture du compas, il suit 
de ce qui vient d'être dit (gS), que Tare EF est de 60°; or, 
EA est de 90**.; donc AF est de 3o®. Parla même raison, 
A G est de tîo^ ; et comme AE est de 90®, GE est donc de 
3o°; enfin, si de l'arc total AE de^o®, vous retranchez les 
arcs A F et GE qui valent ensemble 60**, l'arc restant F G 
sera de 3o^. Ayant ainsi divisé le quart de circonférence en 
arcs de 3o^, il sera facile d'avoir l'arc de i5^, en divisant en 
deux parties égales chacun des arcs AF, F G, GE par la 
méthode donnée (53). On fera les mêmes opérations sur 
chacun des trois autres quarts AD, DB et BE. 

Si l'on vouloit conduire cette division jusqu'à l'arc de i**, 
il faudroit y aller par tâtonnement; car il n'y a pas de mé- 
thode géométrique pour cela. Il y a cependant une méthode 
géométrique pour venir directement jusqu'à l'arc de 3^; 
mais, comme les propositions qui y conduisent ne peuvent 
nous être d'aucune autre utilité, nous n'en parlerons point. 

Remarquons seulement que ce que nous entendons ici 
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par opérations gëométriqnes, ce sont celles dans lesquelles 
la chose dont il s^agit peut être exécutée par un nombre dé^ 
terminé d'opérations faites avec la règle et le compas seuls. 

DééLignes proportionnelles. 

9^. Avant que d'entrer en matière sur ce qui regarde les 
ligues proportionnelles y nous placerons ici quelques propo* 
sitioDs sur les proportions, qui sont une suite immédiate de 
ce que nous avous enseigné dans T Arithmétique. Mais pou» 
abréger le discours, nous conviendrons y pour l'avenir^^que 
lorsque de.ux quantités devront être ajoutées Tune a l'autre^ 
nous indiquerons Cette opération par ce signe -f- , .qui équi- 
vaudra au mot plus 'y ainsi 4 + 3 signifiera 4 pl^^ 3, ou 4 
ajouté a 3, ou 3 ajouté à 4* Pareillement, pour marquer Ul 
soustraction, nous nous servirons de ce signe —, qui équi* 
vaudra an- mot moins; ainsi 5*— 2 signifiera 5 moins 2 , ou 
qu'on doit retrancher 2 de 5. Gomme il n'est pas toujours, 
quesûon de faire réellement les opérations , mais de raison* 
ner sur des circonstances de ces opérations , il est souvent 
plus utile de les représenter que d*en donner le résultat. 

Pour marquer la multiplication , nous nous servirons de 
ce signe X , qui équivaudra a ces mots multiplié par; ainsi 
5x4 siguifiera 5 multiplié par 4* 

Et pour marquer la division, nous ferons comme eu 
arithmétique : nous écrirons le dividende et le diviseur en 
forme de fraction , dont le dividende sera numérateur^ et le . 
diviseur, dénominateur; ainsi ~ marquera 12 divisé par 7. 

Gela posé, nous avons vu (Arith. |85) que, dans toute 
proportion , la somme des antécédents est à la somme des 
conséquents, comme un antécédent est à son conséquent; . 
et qu'il en est de même de la différence des antécédents , ' 
Comparée à celle des conséquents. 

96* Nous pouvons donc conclure de là que, dans toute 
proportion , la somme des antécédents est à la somme det 
conséquents , comme la différence des antécédents est à la 
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différence des arnséquentà ; ear^ pmaqiie dans la proportion 
48 I 161 • i^ • 4) par exemple^ oaa (Arith. i85) 

48 X 12; 16 X 4;; 12:4 
èt4d— 12^ i6~4-: 1^:4, 

il en évident (a cause da rapport commun de 12 ! 4) C[u*on 
peut eon€lure484- i»! i6-+-4îî48 — 12; 16 — 4*^^^^^* 
aonnement est le même pour toute autre proportion. 

97- O^ peut donc j en mettant dans cette dernière pro- 
portion le troisième terme à la place du second, et le second 
à la placé du troisième , ce qui est permis ( A.rith. 182 ) , dire 
aussi (pie la somme des antécédents est à leur différence y 
comme la somme des conséquents est à leur différence* 

98» Si, dans la proportion 48 ! 16:: 12: 4> ^^ échange 
les places des deux mojens, ce qui donnera 48: 12;; 16; 4» 
etiqu'on applique k celle-ci la proposition qu^on Tient de 
démontrer (96), on aura 48 + 16: i2-+-4«!48 — 16I 12-— 4> 
qui, à l'égard de la proportion 48:i6;:iai;4> fournit cette 
proposition : La somme des deux premiers termes d^une 
proportion est a la somme des deux derniers termes y comme 
la différence des deux premiers est à la différence des deux 
derniers ; ou (en mettant le troisième terme à la place du 
second y et le second a la place du troisième) la somme des 
deux premiers termes esta leur différence, comme la somme 
des deux derniers est à leur différence, 

99* ■& ^^ rapport est composé du produit de plusieurs 
autres rapports , on peut, à chacun des rapports composants y 
substituer un rapport exprimé par d'autres termes , pourvu 
ffue ces deux termes aient le même rapport que ceux aux^ 
fjuels on les substituera. 

Par exemple , dans le rapport de 6 X 10 ; 2 X 5 , on 
peut y au lieu des factears & et 2 , substituer 3 et i , ce 
qni donnera le rapport composé 3 X 10 : i X 5, qui est le 
même que le rapport 6 X 10 ; 2 X 5. En effet, puisque 
6 ; a ; : 3 : I 9 on peut y sans changer cette proportion 
(Arith. i83); multiplier les antécédents par 10 et les con*- 
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séqnents par 5/elalorson ànrafix io;ax5;:3x io;i x5. 

n est facile de voir que ce raisonnement* s'applique à tout 
autre rapport. 

100. Si deux ou un plus grand nombre de proportions ' 
sont telles y que dans le premier rapport de Tune, rantëcë- 
dent se trouve égal au conséquent de l'autre , on pourra , 
lorsqu'il s'agira de multiplier ces proportions par ordre, 
omettre les termes qui se trouveront communs d'antëcédent 
à son conséquent; par exemple, si on a les deux proportions 

6:4:; la: 8, 
4: 3:: 20: i5> 

on pourra conclure 6:3;:i2X2o:8xi5. 

Car, quand on admettront le multiplicateur commun 4 y le 
rapport de6x4À4x3y qu'on auroit alors , ne différeroit • 
pas du rapport de 6 à 3 (Ârith. 170) que Ton a en omettant, 
ce faeteur. 

De même, si on a 6: 3:: 12; 8, 

4:3::2o:i5, 
3;7::2i:49, 

où en conclura 6 : 7 :: 12X 20X 21 ; 8x i5x 49* 

\ La même chose aura lieu pour les seconds rapports , et 
par la même raison. 

Cette observation est utile pour trouver le rapport de 
deux quantités, lorsque ce rapport doit être composé ; parce- 
qu'alors on compare chacune de ces quantités à d'autres 
quantités qu'on emploie comme auxiliaires, et qui ne doivent 
plus rester après la démonstration. 

Nous allons maintenant transporter aux lignes les con^ 
noissances que nous avons tirées des nombres, sur les pro- 
portions. Mais , pour rendre nos démonstrations plus courtes 
et plus générales, nous ne donnerons aucune valeur parti- 
culière à ces lignes, sinon dans quelques applications :oaa 
reste, on peut toujours s'aider par des comparaisons avec 
des nombres. ' ' 
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Les rapports qne nous considérerons ici sont les rapports 
géométriques. Ainsi, quand nous dirons : Une telle ligne est 
à une telle ligne, comme 5 est à 4> par exemple, on doit 
entendre que la première contient la seconde autant que 5 
contient 4* 

1 1 • Si sur un des côtés ÂZ d'un angle quelconque Z AX 
(fig. 55) , on marque les parties égales AB, BC, CD, DE, etc.^ 
de telle grandeur et en tel nombre qu'on voudra; et si y après 
a%foir tiré à volonté , par l'un F des points de division , la 
ligne FL qui rencontre le côté A,1L en L, on mené par les 
autres points de division , les lignes BG,CH, DI,EK, etc. , 
parallèles à FL; je dis que les parties A. G, G H, HI, etc. 
du côté AX, seront aussi égales entre elles. 

Menons par les points G , H , I, etc. , les lignes GM, HN, 
10^ etc., parallèles à A Z; les triangles A BG, GMH,HNIy 
lOK, etc., seront tous égaux entre eux; car, i^ les lignes 
GM, HN, lO, etc., sont, chacune, égales a AB, puisque 
(82) elles sont égales à BC , CD, D$), .etc. ; 2^ les angles 
GMH, HNI, lOK, etc., sont tous égaux entre eux, puis- 
qu'ils sont tous égaux k l'angle ABG (4^) ; 3^ les angles 
MGH, NHI, 01 K, etc., sont tous égaux entre eux, puis- 
qu'ils sont tous égaux a l'angle B AG (43). 

Tous les triangles BAG, MGH, NHI, etc , ont donc 
tm côté égal adjacent k deux angles égaux chacun a cha- 
cun ; ils sont donc tous égaux; donc les côtés A G, GH, 
HI, etc. de ces triangles, sont tous égaux entre eux; donc 
la ligne AX est, en effet, divisée en 2)arties égales par les 
parallèles. 

U est donc évident que si AB est telle partie que ce soit 
de A G, BC sera une semblable partie de G II; CD sera 
une semblable partie de HI; si, par exemple, AB est les 
denx tiers de AG, BC sera les deux tiers de G H , et ainsi de 
suite. 

Il en sera de même de 2, 3, 4 > etc., parties de A F com- 
parées k 2, 3, 4? etc., parties de AL; donc une portion 
quelconque AD ou D F de la ligne A F est même partie de 
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ligne BGDRF, gui passera par tous ces points, sera une 

ligne droite parallèle à G L, 

ICJ* Les propositions enseignées ( lo» et suiv.) sont éga- 
lement vraies^ lorsque la ligne BF, au lien d'être entre le 
point A et la ligne GL, comme dans la figure 67, tombe au- 
delà du point A, comme dans la figure 58. -Car tout ce qui < 
a été dit de la figure 55^ et qui sert de base aux propositions 
établies (^oa et suiv.), auroit également lieu pour les paral- 
lèles qui couperoient Z A et X A prolongées, dans la fig. 55. 

De la similitude des Triangles^ 

108. On appelle côtés homologues de deux triangles, ou, 
en général, de deux figures semblables, ceux qui ont des 
positions semblables, chacun dans la figure à laquelle il 
appartient. 

Lorsqu'on dit quç deux triangles ou deux figures semblables ont 
les côtés proportionnels , on entend que chaque côté de la première 
figure contient le côté homologue de la seconde toujours le même 
nombre de fois; en sorte que dans les proportions qu*on en déduit, 
lorsqu'on a comparé un côté de la première au côté homologue de la 
seconde, il faut former ie second rapport, en comparant de même un , 
autre côté de la première au côté homologue de la seconde ; ou bien, 
si on a d'abord comparé l'un à l'autre deux côtés de la première 
figure , les deux côtés que l'on doit comparei^ pour former le second 
rapport doivent être homologCies à ceux-là, et pris dans le méme«>rdré; ' 
c'est-à-dire, que l'antécédent du second rapport doit être côté homo- 
logue de lantécédent du premier. 

109. Deux triangles gui ont les angles égaux chacun à 
chacun , ont les cotés homologues proportionnels , et sont - 
par conséguent semblables. 

Si les deux triangles ADI, AFL (fig. 59 et 60) sont tels ^ 
que Tangle A du premier soit égal k Tangle A dqi second , 
Tangle D égal a l'angle F, et l'angle I égal a l'angle L ; je dis 
qu'onaura AD: AF:: AI; AL::DI;FL. 

Car, puisque Fangle A du premier est égal à l'angle A du ' 
secondy on peut appliquer ces deux triangles l'un sur l'antre 
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de la manière représentée dans la figure 56; alors, puisque 
YsLngle D esc égal a Tangle F, les lignes DI et FI^ seront 
parallèles (4») ; donc, selon ce qui a été dit (102) , on aura 

AD:AF::Ai:AL. 

Tirons maintenant, par le point I, la droite IH parallèle 
k AF ; selon ce qui a été dit (102), on voit que AI : AL H 
. FH : FL, ou (a cause que FH est égal k DI (82) :: DI : 
FL; donc AD : AF : : AI : AL : : DI : FL. 

Comme on peut échanger les places des moyens, on peut 
dire aussi AD : AI : : AF : Al,, et AI : DI : : AF : FL. 

I lO. Puisque (']4) y lorsque deux angles d'un tHangle sont 
égaux à deux angles d'un autre triangle , le troisième angle 
est nécessairement égal au troisième angle ; concluons-en 
que deux triangles sont semblables , lorsquHls ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 

111. On a vu (43) que deux angles qui ont les côtés pa- 
rallèles^ et qui sont tournés d'un même côté, sont égaux; 
donc deudc triangles qui ont les côtés parallèles ont les angles 
égaux chacun a chacun y et ont par conséquent (109) les 
cotés proportionnels. 

Donc aussi deux triangles qui ont les côtés perpendicu- 
laires chacun à chacun , ont aussi ces mêmes côtés propor- 
tionnels ; car, si on fait faire un quart de révolution a l'un 
deces triangles, ses côtés deviendront parallèles a ceux du 
second. 

i 12. Si de V angle droit A d'un triangle rectangle BAC 
(fig. 43 )> O'ï abaisse ujie perpendiculaire AD sur le côté 
opposé ^C {quon appelle hypothénuse) , i** les deux trian- 
fies A D B , A D C seront semblables entre eux et au triangle 
B A C ; 2® /a perpendiculaire AD sera moyenne proportion- 
nelle entre les deux parties B D et DC de Vhjrpothénuse ; 
3° chaque côté AB ou A,C de l'angle droit sera moyen pro- 
portionnel entre Vlrypothénuse et le segment correspondant 
BD ou DC. 

Car les deux triangles ADB, ADC ont chacun un angle 
droit en D , comme le triangle B A C en a un en A ; d'ailleurs , 
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ils ont de plas chacan un angle^ commu9 avec ce même 
triangle BAC, puisque Tangle B appartient tQUt à-la-fbia 
au triangle AD B et an triangle BÂG ; pareillementi Tangle 
G appartient tout k-la-fois au triangle AD G et au triangle 
BAC; donc (no) ces trois triangles sont semblables. Donc 
(109), comparant les côtés homologues des deux triangles 
ADB et ADCy on aura 

BD: AD:: ADzDG; 

comparant les côtes liomolojjlies des deux triangles ADB^ 
BAC, on aura 

BD: AB:: AB::BC; 

enfin , comparant les côtés homologues des triangles ADC' 
et BACy on aura 

CD:AC::AC:BC, 

où Ton voit que A D est ( Arilh. 174) moyenne proportion- 
nelle entre BD et DC ; AB moyenne proportionnelle entre 
B D et BC ; et enfin AC moyenne proportionnelle entre CD 
etBC. 

1 ic5« Deux triangles qui ont un angle égal compris entro 
deux côtés proportionnels f ont aussi les deua autres angl^^ 
égaux , et sont par conséquent semblables. 

Si les deux triangles ADI, AFL (fig. 5g et 60) sont tels 
que Tangle A du premier soit égal à Tang^le A du second/ et 
qu'en même temps les côtés qui aopiprenQent ces angle» 
soient tels qu'on ait AD : AF :: AI ; AL ; je dis qu'ils se- 
ront semblables ; c'est-à-dire, qu'ils auront les autres anglea 
égaux chacun à chacun, ei^ leurs troisièmes côtés DI et FL 
en même rapport que AD et A F> ou que AI et AL. 

Car on peut appliquer l'angle A du triangle sur l'angle A 
du triangle A F L , de la manière représentée par la figure 56. 
Or, puisqu'on suppose que AD : A F:: AI : AL, les'-deux 
droites AF et AL sont donc coupées proportionnellement 
aux points D et I ^ doiic DI Qst parallèle à F L (io5) ^ doue 
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(^7) Vangle AFL est égal à Tan^le ADI, etTangle ALF est 
ëgaU l'angle AID. 

D§ là et de ce qui a été dit (109) , il suit que DI ^ F L ; : 

AD: AF:: AI: AL. 

1 14* Deux triangles gui ont leurs trois cotés homologues 
proportionnels , ont les angles égaux chacun à chacun , et 
sont par conséquent semblables. 

Si on suppose (fig. 61 et 62) que DE : AB :: EF : BC ; : 
DF : AC ; je dis que l'angle D est égal a l'angle A , l'angle E 
égal a Vangle B, et l'augle F égal k l'angle C. 

Imaginons qu'on ait construit sur DE un triangle DGE^ 
dont Vangle DE G soit égal à l'angle B, et l'angle GDE à 
Tangle A; le triaqgle DEG sera semblable au triangle ABC 
(no) ; donc (i 09) D E : A B : : G E : B C : : D G : A C ; mais , 
par la supposition , on a DE : AB :: EF : BC : : DF : ACj 
donc, à cause du rapport commua de DE : AB, on aura 

GE:BC::DG:AC::EF:BC::DF:AC, d'où Ton peut 

tirer ces deux proportions : 

GE:BC::EF:BC 

etDG:AC::DF: AC. 

Donc , puisque les dieux conséquents sont égaux entre eux 
dans chacune de ces deux proportions , les antécédents se- 
ront aussi égaux entre eux; donc GE est égala EF, et DG 
égal a DF. Le triangle D EG a donc ses trois côtés égaux à 
ceux du triangle DE.Jî" ; il est donc (83) égal à ce triangle 
DEF : or, on vient de voir que le triangle DEG est semblable 
à ABC) donc D £ F est aussi semblable à A BC. 

Ii5b Naos avons prouvé ci-dessus (m) que, quand la 
ligne Dl (fig. 56) est parallèle au c6té FJti, les deux trian- 
gles ADI et AFL sont semblables; comme cette vérité a 
lieu , de ijuelque grandeur que puisse être l'angle A , on doit 
donc oonclure (fig. 57) que les triangles AG H, AHI9 AIK, 
AKL sont seu9d)kbleâ aux triangles ABC, ACD, ADE, 
AEF ckacun k chacun, et que, par conséquent (109)^ 

KLjEF::Ai^:AE::Ki:DE:;Ai: AD::iH:Ci>:: 
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A H : AC : : G H : BC-, donc , en ne tirant de cette suite de 
raj)ports que ceux qui renferment des parties des lignes GL 
et BF, on aura KL : EF ; : Kl : DE : : IH : CD : : GH ; BC; 
c'est-à-dire , que sî d'un point A on tire à dijjferents points 
d'une ligne droite G L plusieurs autres lignes droites] ces 
lignes couperont toute parallèle à G h de la même manière s 
çu elles coupent GL, c'est-à-dire , en parties qui auront 
entre elles les mêmes rapports que Its parties correspond 
dantes de GL. 

Il6. Les principes que nous venons d'exposer sont la 
base de toutes les parties des inatliémaiiques théoriques ou 
pratiques. Comme il importe de se rcildre ces principes fa- 
miliers, nous insisterons un peu sur leur usRge, tant par 
celte vue que parccquo cela nous fournira Toccasion d'ex- 
pliquer-plusieurs pratiques utiles. 

• ll'J. La proposition enseignée (rDi) fournit un moyeâ 
bien naturel de diviser une ligne donnée en parrties dgales^ 
ou en parties qui aient entre elles des rapports donnes. Sup- 
posons que AR (fîg. 55) soit une ligne qu'on veut diviser 
en deux parties qui aient entre elles un rapport donné, par 
exemple, celui de -j h 3 j on tirera par le point A, et sous tef 
angle qu'on voudra, une ligne indéfinie AZ, et, ayant pris 
arbitrairement une ouverture de conîpas A B, on la portera 
dix fois le long de AZ ; je suppose que Q soit l'extrémité de 
la dernière partie, on joindra les extrémités -Q et R de là 
ligne AQ, et de la ligne donnée AR; /ilors, si par le point 
D, extrémité de la troisième division, on tire DI paral- 
lèle à QR, la ligne AR sera divisée en deux parties RI et 
AI, qui seront. entre elles II 7 Z 3; car (loi et 102) 'elles 
sont entre elles ;: DQ I AD que l'on a faites de 7 et de 
3 parties. 

On voit, par la, que si l'on vouloit diviser la ligne AR eu 
un plus grand nombre de parties, par exemple, eu. 5. parties 
qui fussent entre elles comme les nombres^ 9, 5, 4? 3, a, on 
ajonteroit tous ces nombres entre eux, ce qui donneroit ai ; 
on porteroit 21 ouvertures de compas siu* la ligne AZ^ et oh * 
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tireroit des parallèles k la ligne QR, par les extrémités de la 
7*1 5®, 4S 3% a* division. 

I lo. Si les rapports étoient donnés en ligne , on mettroit 
toutes ces lignes bout à bout sur lu ligne A Z. 

On voit donc, ce qu'il y auroit k faire \ si Ton voujoit divi- 
ser la ligne Â.R en parties égales. 

Mais quand les parties de la ligne qu'on doit diviser doi- 
vent être petites, ou quand cette ligne ellc-môme est petite, 
le plus léger défaut dans les parallèles influe beaucoup sur 
Fégalité ou l'inégalité des parties ; c'est pourquoi il ne sera 
pas inutile d'exposer la méthodt3 suivante. 

119* fs (fig- 63 ) est la ligue qu'il s'agit de diviser en par- 
ties égales, en 6, par exemple; on tirera une ligne indéfinie 
BC, sur laquelle on portera six fois de suite une même ou- 
verture de compas arbitraire : soit BC la ligne qui comprend 
ces six parties , on décrira sur BC un triangle équilatéral 
BAC, en décrivant des deux points B et C comme centres , 
et de l'intervalleBC comme rayon, deux arcs qui se coupent 
en A. Sur les côtés A B , A C , on prendra les parties A F, A G 
égales cbacume *^fg; et ayant tire F G, celte ligue sera égalo 
^^fg; on mènera, du point A k tous les poiuts de division 
de B C, des lignes droites qui couperont F G lic la même ma- 
nière que BC est coupée. 

Car les ligues A F, A G étant égales entre elles, et les 
b'gnes A,B, AC aussi égales entre elles, onaAB:AF;iAC 
; AG; donc AB, AC sont coupées proportionnell<^ment en 
F et G; donc F G est parallèle k BC, et par conséquent (11 1) 
le triangle FA G est semblable k ABC; donc FA G est équi- 
btéral; donc FG est égal k AF, et par conséquent k/g^; de 
plus, F G étant parallèle k BC, ces deux lignes (u 5) doivent 
être coupées proportionnellement par les lignes menées du 
point A à la droite BC. 

Ce que nous venons d'exposer peut servir k former et k 
diviser Téchelle qui doit servir lorsqu'on veut réduire une 
Egare du grand au petit; mais l'écUelle la plus commode 
dans un grand nombre d'opérations, est celle qu'on appelle 
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moi lié de C B , puisque Ef û est moitié de £ C ; donc FGouFE— BF: 
l-BC :: BF:AB. 

ao On peut s'y prendre de cette autre manière pour mesurer les 
distances. ^ . . ^ 

Supposons qu*il soit question de mesurer la distance d'un point B 
de la tranchée (fig. 190), pris sur la capitale de la demi-lune, au 
sommet A de Tangle saillant du chemin couvert. ' 

On fera B C perpendiculaire à A B , et d'une longueur arbitraire. 
Cfn plantera un piquet en un point £ de B C , tel que C £ soit égal a 
B £ , ou en soit partie aliquote , comme la moitié, le tiers , etc.; alon 
on s'éloignera sur la ligne C û perpendiculaire à B C , jusqu'à ce qu.t 
de soi^ extrémité D on voie le piquet £ se confondre avec le point A* 
Alors AB sera égal à CD, si on a fait B £ égal à CE ; et AB sera 1^ 
double ou le triple de CD , si Ton a fait C£ la moitié ou le tiers de 
B£. Cela est évident, si Ton fait attention que les lignes CD et.^-^ 
étant parallèles , les triangles A B £ , £ C D sont semblables. 

30 S'agit-il de mesurer une distance inaccessible A B ( fig. 191 )? 

On prendra un point C tellement situé qu'on puisse , de ce points 
voir les deux points Aet B, et mesurer sur les alignements des partiel 
C û , C £ qui soient les plus approchantes qu'il sera possible de C A 
et C B , quoiqu'à la rigueur on puisse les prendre petites à l'égard de 
CAetCB. 

Par les moyens qu'on vient d'enseigner, ou par d'autres semblables 
qu'on peut imaginer d'après ceux-là, on déterminera la longueur dit 
C A et celle de CB ; puis , ayant placé sur lés alignements C A et GJL 
les piquets D et £, de manière que CD soit à C£ :: CA : CB (ce qui 
est facile , puisque l'on connoit C A et C B , et que l'on peut prendn 
arbitrairement CD), on mesurera D£ ; alors on aura AB par cette^ 
proportion CD:DE :: CA:AB, fondée sur ce que les deux triangle^ 
C A B , C D E , ayant un angle égal coxnpris entre des côtés propor- 
tionnels , sont semblables ( 1 1 3). 

40 S'il est question de menei* par un point connu C ( fig. 193), aû^ 
le terrein (n'ayant autre chose que des piquets), une parallèle à una 
ligne inaccessible AB. 

Ayant pris arbitrairement le point D , on prendra sur l'alignement 
AD un point E , qui soit en même temps dans l'alignement de B et Cy, 
De ce point E , on mènera une parallèle £ G à la ligne supposée ao^' 
cessible DB ; puis du point C on mènera GCF parallèle à AD, ér- 
qui rencontrera B D en un point F. Sur £ G , on marquera un point É 
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tel angle qu'on voiiclray on tirera , par Iç point A et le point 
I, la droite AIL que l'on ccfUpera par une ligne FL paral- 
lèle a DI; cette parallèle sera le quatrième terme cherché. 

Quand les deux termes moyens d'une proportion sont 
égaux , le quatrième terme s'appelle alors troisième propor- 
tionnel, parceqn'il n'y a que trois quantités différentes dans 
la proportion. Ainsi, quand ou demande une troisième pro- 
portionnelle à deux lignes données , il faut entendre qu'dii 
demande le quatrième terme d'une proportion dans laquelle 
la seconde des deux lignes données fait l'office des deux 
moyens, et l'opération est la même que celle qu'on Tient 
d'enseigner, 

II» théorie des lignes proportionnelles et des triangles semhlahlei 
est \9L base d'un grand nombre d'opérations de la géométrie-pratique, 
lïous ferons connoitre les principales ; mais nous ne parlerons , pour 
le présent , que de celles qui peuvent être exécutées sans la mesure 
des angles, c*est-^-dire, uniquement avec le secours de piquets et de 
cordeaux'. Nous parlerons des autres , lorsqu'à Foccasion de la trigo« 
nométrie nous aurons fait connoitre les instruments qui servent à 
mesurer les angles. 

lo Supposons qu'on ait dessein de jeter un pont sur une rivière , 
et que dans cette vue on veuille connoitre la largeur A B de cette 
rivière (fig. 189). 

Dans l'alignement de A B, et à une distance BC qui soit au moins 
le tiers de la largeur A B estimée grossièrement , on plantera un pi- 
quet C , et Ton mesurera B C. A droite ou à gauche de B C , et suivant 
telle direction qu*on le voudra d^ailleurs , on mesurera une distance 
quelconque CE (la plus longue sera la meilleure). .On fixera le mi- 
lieu D de C£ , et ayant déterminé le point F, qui est en même temps 
dans l'alignement B £ et dans l'alignement AD , on mesurera B F et 
FE. Alors on déterminera AB par cette proportion , J BE — BF : 
iBC::BF:AB. 
En effet , si par le milieu D on conçoit D G parallèle à A.B , le point 
9)1 G, où elle rencontrera B E , sera ( 1 02) le milieu 'de B E , et F G sera 
r^l par conséquent égaie à FE — B F. Mais les triangles T G D et A B F 
s 4 lemblables , à cause des parallèles, donnent FG : GD :: BF : AB. 
Ottf| B'ttUeurs , à cause des triangles seniblables EDG, ECB, onaDG 
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G A et H B de ces deux points au-dessus de Taxe. Alors les triangles 
semblables GAC et HBC donnent GA : HB :: AC : BC ; d*oà 
( Arith. 184 ) on conclut GA *- HB : HB :: AB : BC, où tout est 
^nnu , excepté BC. 

121. Les propositions enseignées (109, ii3 et ii4) peu- 
vent servir à résoudre ce problème général : Etant données 
trois des six choses (angles et côtés) qui entrent dans un 
triangle, tromper les trois autres, pourvu que parmi les trou 
choses connues il y ait un côté. 

Nous allons en donner quelques exemples. 

Supposons qu'étant au point B (fig. 65) dans la campagne, 
on» veut savoir quelle distance il 7 a de ce point B a un objet 
A dont on nfe peut approcher. 

On plantera un piquet à une certaine distance BC que l'on' . 
mesurera , et qu'on fera à-peu-près égale à B A estimée grpfrv 
sîèrement; puis, avec le graphometre que nous avons dé- ■ 
crit (aS), on mesurera les angles ABC, ACB que font avec * 
la ligue BC les deux lignes qu'on imaginera aller de ses ex- ; 
trémités au point A. Cela posé, on tirera sur le papier unft - 
ligne 5 e (fig. 66) qu'on fera d'autant de parties d'une écbelîe ; 
que l'on construira arbitrairement, d'autant de parties, diè- 
je, qu'on a trouvé de pieds dans BCj si l'on a mesuré eir - 
pieds; et avec le rapporteur décrit (22), on fera au pointa * 
un angle qui ait autant de degrés qu'on en a trouvé a Tanglè : 
B , et au point c un angle qui ait autant de degrés qu'on en ^ 
a trouvé a l'angle C ; alors les deux lignes ab, ac se rencon''^ j 
treront en un point a qui représentera le point A ; en sorte 
que si vous mesurez ab sur votre échelle, le nombre de 
parties que vous lui trouverez sera le nombre de pieds çue ' 
contient AB. Car les deux angles & et c ayant été faits éga^ \ 
aux deux angles B et C , le triangle bac est semblable M 
triangle B AC (i 1 6\, et par conséquent leurs cètés sont prCH 
portionnels. 

C'est ainsi qu'on peut mesurer la distance d'une isle a une 
côte, lorsqu'on peut observer cette isle de deux points d» 
eette côte , dont la distance seroit connue. 



DE GEOMETRIE. 55 

122. Par la proposition dëmontrée (114)9 on peut aie dia- 
penser de mestirer les angles, dans le cas dont nous Tenona 
de parler. En effet , il suffit, après avoir planté un piquet 
en un point E (fig. 65) , qui soit sur Taligaenientdes points 
A et B, et un autre en un point F qui soit sur Talîgnenient 
des deux points Â et G , il suffit, di8-j#, de mesurer lesligues 
BG, BE, GE, BF et CF; alors on fera, an triangle bec 
(fig. 66) dont les côtés bc, be^ ce aient autant de parties 
d*une même échelle , que BC, BE, CE ont de pieds; on 
fera de même sur &c un autre triangle bcj^ dont les oété% 
bfy cf aient autant de parties de Téclielle, que BF et CF 
ont de pieds -, alors, proIongeaiEit les cAtés he et c/*, ils se 
rencontreront en an point a^ qui représentera le point A ; 
en sorte que mesurant ba sur l'échelle, on jugera par le 
nombre de parties qu'on trouvera , combien de pieds doit 
avoir A B. 

En efiPet, le triangle bec ayant les côtés proportionnels a 
ceux du triangle BEC, ces deux triangles doivent avoir les 
angles égaux-, donc Tangle EBC ou ABC est égal à l'angle 
ebc ou a£c,- la même raison prouve que l'angle FCB ou 
A CB est égal a rangley*c6 ou acb-^ donc les deux triangles 
ACB et acb sont semblables. 

On voit en mèm;e temps que, par cette construction, on 
peut déterminer les angles ABC et ACB, en mesurant, avec 
le rapporteur, les angles abc çx acb sur le papier. 

An reste , quoique ces expédients et beaucoup d'autres 
qu'on peut facilement imaginer d'après eux puissent être 
souvent utiles , nous ne nous y arrêterons pas plus long- 
temps, parceque la trigonométrie, que nous enseignerons 
par la suite , nous fournira des moyens plus cxpéditifs et 
plus susceptibles de précision ; car, quoique les opérations 
qne nous venons de décrire soient rigourcuseuicht exactes 
dans la thiforic, elles ne donnent cependant qu'une exacti- 
titude asa^z bornée dans la pratique , parceque les erreurs 
qu'on peut commettre dans la figure abc^ toutes petites 
qu elles puissent être, peuvent inijiuer sensiblement sur les 
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conclusion^ qu'on en tire pour la figure ABC, qui est tou- 
jours incomparablement plus grande. 

Des Lignes proportionnelles considérées dans le Cercle^ ■ 

123. Deux lignes sont dites coupées en raison im^erse ou 
réciproque y lorsque, pour former une proportion aTeç les . 
parties de ces lignes , les deux parties de Tune se trouvent 
être les extrêmes, et les deux parties de l'autre ,' les moyens 
de la proportion. 

Et deux lignes sont dites réciproquement proportion- 
nelles à leurs parties^ lorsqu'une de ces lignes et sa partie 
forment Jes extrêmes, tandis que l'autre ligne et sa partie 
forment les moyens. 

124» Deux cordes AC e^ BD (fig. 67) qui se coupent 
dans le cercle , en quelque point E que ce soit, et sous quel^ 
que angle que ce soit, se coupent toujours en raison réci^ 
proque , c'est-à-dire , que A É : B E: ; D E : C E. 

Car, si l'on tire les cordes A B, CD, on forme deux trian- 
gles B E A , C E D qu'il est aisé de démontrer être semblables} 
puisqu'outre Tangle BEA égala CED (20), l'angle ABE ou 
ABD est égal à l'angle DCE ou DC A; car ces deux angles 
ont leur sommet à la circonférence, et s'appuient sur le 
même arc AD (63). Donc les triangles BEA et CED sont 
semblables (110); donc ils ont leurs côtés homologues pro<" ^ 
portionnels, c'est-à-dire, que AE : BE:; DE I CE, où Ton 
voit que les parties de la corde AC sont les extrêmes, et lès 
parties de la corde BD sont les' moyens. ' ^ ; 

llS, Puisque la proposition qu'on vient de démontrer a 1 
lieu , quelque part que soit le point E, et sous quelque angle 
que se coupent les deux cordes AC et BD , elle a donc lien 
aussi lorsque les deux cordes (fig. 68) sont perpendiculaires 
Tune à l'autre, et que l'une des deux, AC par exemple , 
passe par le centre : or, dans ce cas, la corde BD étant cou- 
pée en deux parties égales (5î), les deux termes moyens dfi 
la proportion AE : BE :: DE : CE deviennent égaux, et 
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la proportion se change en celtie autre, AE ; BE ; l BE ; CE; 
donc toute' perpendiculaire^^ y abaissée d'un point B de la 
circonférence sur le diamètre , est mojenne ptoportionnelle 
entre les deux parties Â E , CE de ce diamètre. 

I20. Cette proposition a plusieurs applications utiles. 
Nous n'en exposerons qu'une pour le présent; c*e8t pour 
troui^er une moyenne proportionnelle entre deux lignes 
données ae, ec (fig. 70). 
, ' On tirera une droite indéfinie A.C , sur laquelle on placera 
bout k bout deux lignes AE, EC égales aux deux lignes ^e, 
ec; et ayant décr^ sur la totalité AC, comme diamètre , le 
demi-cexcle ABC, on élevejrst an point de jonction E la per^ 
pendiculaire EB sur AC; cette perpendiculaire sera la 
moyenne proportionnelle demandée. 

127. Deux sécantes AB, AC (fig. 69), qui ^ partant d'un 
même point A hors du cercle^ vont se terminer à la partie 
concai^e de la circonférence , sont toujours réciproquement 
proportionnelles à leurs parties extérieures AD, AE, à 
quelque endroit que soit le point A hors du cercle , et quelque 
angle que fassent entre elles ces deux sécantes, . 

Concevez les cordes CD et BE, vous aurez deux tnangles 
ADC, AEB, dans lesquels, i^ l'angle A est commun ; 
a® Ttingle B est égal à l'angle C, parceque l'un et l'autre ont 
leur sommet à la circonférence, et embrassent le même arc 
DE (63); donc (iio) ces deux triangles sont semblables, et 
ont par conséquent les côtés proportionnels : donc AB * AC 
; ; AE r AD; d'où, l'on voit que la sécante AB et sa partie 
extérieure AD forment les extrêmes, tandis que la sécante 
A C et sa partie extérieure AE forment les moyens. 

128. Puisque cette proposition est vraie, quel que soit 
l'angle BAC, si l'on conçoit que le côté AB demeurant fixe, 
le côté AC tourne autour du point A pour s'écarter de A B, 
les deux points de section E et C s'approcberont continuel- 
lement l'un de l'autre, jusqu'à ce qu'enfin la droite AC tom- 
bant sur la tangente AF, ces deux points se confondront, 
et AC, AE deviendront chacune égale à A F; en sorte que 
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la proportion AB : ^G : : AE ; AD deviendra AB : AF :; 
AF: AD; donc 

129. SîiTunpointAy pris hors dà. cercle j on mené osiS 
sécante quelèonque A B , e£ une tangente AF,^ cette tangente 
sera moyenne proportionnelle entre la sécante A.B^tla par^ 
tic extérieure XD de cette même sécante. 

130. Cette proposition peut, entre autres usages y seryir 
k couper une ligne en moyenne et extrême raison. On dit 
qu'une ligne A B (fig. 7 1) est coupée en moyenne et extrême 
raison y lorsqu'elle est coupée en deux parties AC^ BC» 
telles que Tune BG de ces parties est moyenne proportion-* 
nelle entre la ligne entière AB et l'autre partie AG, c'est-a-* < 
dire y telles que l'on ait 

AG:BG::BG:AB. 

Voici comment on y parvient. On élevé a l'une A des extré» 
mités une perpendiculaire AD égale à la moitié de AB : du 
point D comme centre y et d'un rayon égal à AD, on décrit,^ 
une circonférence qui coupe en E la Ugne BD qui joint lei' 
deux points B et D. Enfin on porte BE de B en G, et la ligM 
AB est coupée en moyenne et extrême raison au point G. ' 

En effet, la ligne AB étant perpendicnlaire sur AD, eft.j 
tangente (48); et puisque BF est sécante, on a (129) BP{ 
AB :: AB : BE ou BG. Donc(Arîtb, i85) BF — AB : AB 
— BC:: AB;BG:or, ABestégaU FE, puisque ABeÂ] 
double de AD ; donc BF— • AB est égal k BE ou BG ; et 
comme AB — BG est AG, on a donc BG : AG : : AB : BG|j 
ou (Arith. i8i) AG : BG ;: BG : AB. 

Des Figures semblables. 

1 3 1 . Deux figures d'un même nombre de côtés sont dit 
semblables , lorsqu'elles ont lès angles bomologues égau: 
et les c&tés homologues proportionnels. 

Les deux lîgnres ABGDE, abcde (fig. 72 et ^3) so 
semblables , si l'angle A est égal à l'angle a, l'angle B égal 
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Fangle b^ l'angle G égal à l'angle c, et ainsi de soite ; et si en 
même tempa le côté AB contient le côté ab antant qne BG 
contiei^t bc, autant que CD contient cdy et ainsi de suite. 

Ces deux conditions sont nécessaires k-la-foîs dans les 
figvres de plus de trois côtés. Il n'y a que dans les triangles 
on Tune de ces conditions suffise , parcequ'elle entraine né- 
cessairement Tautre (109 et ii4). 

iSâ. iSi de deux angles homologues Al et êl^ de deuxpo* 
fygones semblables y on mené des diagonales AC^ AD^ac^ 
ad aux autres angles y les deux polygones seront partagés en 
un même nombre de triangles semblables chacun à chacun» 

Car Vangle B est, par la supposition ^ égal à l'angle b^ et 
le côté AB l ab II BC ibc ; donc les deux triangles ABC^ 
ab^Cy qui ont un angle égal compris entre deux côtés pro* 
portionnels, sont semblables (11 3) ; donc l'angle BCA est 
égal à l'angle bca, et AC : ac :: BC : bc. 

Si des angles égaux B CD, bcdy on ôte les angles égaux 
BCA| bcayXes angles restants ACD , acd seront égaux. 
Or, BC \bc \lCTil cd; donc , puisqu^on Tient de prouver 
qneBC: Je;: AC: ac, on auraCD: c^:: AC: ac; donc 
les deux triangles ACD, t^cd sont aussi semblables, puis- 
qn'ils.ont un angle égal compris entre deux côtés propor- 
tionnels. On prouvel'a la mime chose , et de la même ma* 
niere, pour les triangles A D E et adey et pour tous les autres 
triangles qui suivrcâent, si ices poljgones avoient un plus 
grand nombre de côtés. 

1 33. Si deux polygones A BC D E , a b c d e , sont compo* 
ses d'un même nombre de triangles semblables chacun à 
chacun, et semblablement disposés ^ Us seront semblables. 

Car les angles B et E sont égaux aux angles beiCy dès qne 
les triangles sont semblables ; et par <;ette même raison , les 
angles partiels BCA, ACD, CDA, ADE sont égaux aux 
angles partiels bca, acd, cday ade; donc les angles totaux 
BCD, CDE sont égaux aux angles totaux bcdy cde , clia- 
cun à chacun. D'ailleurs, la «imiKtude des triangles fournit 
cette suite de rapports égaux , AB lab'll BC ibcll AC l 



6o ELEMENTS 

ac ; : CD : crf : : AD : ad : ; DE : rfe : : AE : ae-, ne tirant 
de cette suite que les rapports qui renferment les côtes, des 
deux polygones, on a AB:ai::BC:fic liClMcdll 
DEîrftfllAEîfle. Donc ces polygones ont^ussi les côtés 
homologues pi^oportionnels ; donc ilis sont semblables. 

Donc , pour construire une figure semblable à une figure 
proposée A B C D E ( fig. «j 2 ) , pt qui ait pour côté homologue < 
à AB une Ugne donnée, on portera cette ligne donnée sur 
AB, de A enf; par le point y, on tirera yg^ parallèle a BQ, 
et qui rencontre AC en g; parle point g^ on mènera gK 
parallèle a CD , et qui rencontre AD en h; enfin y par le 
point A, on tirera hi parallelerà ED, et Ton aura le poly- 
gone Ayg^Ai semblable à ABCDE. 

l34- Les contours de deux figures semblables sont entre 
eux comme les côtés homologues de cesfigures;c^est-a'd,ivef 
que la somme des côtés de la figure ABCDE contient la 
somme des côtés de la figure ahcde, autant que le côté AB ^ 
contient le côté ai. ' 

Car, dans la suite de rapports égaus; AB;at;:BC:ic/' 
;: CD : crf:: de : de :: A>E : ae, la somme des amécé- ' 
dents est'(Arith. 186) à la somn^ des conséquents, comme/, 
^n antécédent est à son conséquent, ; ; AB ; nb ;. or y, il est 
évident que ces sommes sont les contours des deux figures- 

l35. Si Ton conçoit la circonférence ABGDEFGft 
(fig. 74) divisée en tel nombre de parties égales qu'on vou- 
dra, et si, ayant tiré du centre I, aux points de division, des j 
rayons lA, IB, etc., on écrit d'un autre rayon la, la cîr- j 
conférence abcdefgh y rencontrée par ces rayons aux; ;■ 
points a, A, c, rf, etc., il est évident que si dans chaque cîrr ^ 
conférence on* joint les points de division par des cordes, 
on formera deux polygones semblables \ car le^ triangles J 
ABI, ab\y etc. sont semblables, puisqu'ils ont un angle ] 
commun en I compris entre deux côtés proportionnels; car \ 
lA étant égal à IB, et la égal à li, on a évidemment AI ; \ 
BI ;; al î il, et la.même chose se démontre de même pour/ 
les autres triangles. De là et de ce qui vient d'être dit (i34)'i \ 
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I 

on conclura donc que le contour ABGDEF6H est aii 
contour aicdefgh \\ AB ; é«t, ou (k cause des triangles 
semblables KlMj abl) Il Kl l al. Comme cette similitude 
ne dépend point du nombre des côtes de ces deux poly- 
gones y elle aura donc encore lieu , lorsque le nombre des 
côtés de chacun sera multiplié à Finfini : or^ dans ce cas, on 
conçoit qu il n'y a plus aucune différence entre la circonfé- 
rence et le polygone inscrit ; donc les circonférences mêmes 
ABCDEFGH, abcdefgh seront entre elles :: AI : al, 
c'est-a-dire , comme leurs rayons , et par conséquent aussi 
comme leurs diamètres. 

l36. Concluons donc, i^ qu'on peut regarder la circon-- 
férence du cercle comme un polygone régulier d'une infinité 
de côtés. 

^5** Les cercles sont des figures semblables, 

3® Les circonférences des cercles sont entre elles comme 
leurs rayons oU. comme leurs diamètres. 

l37« En général, si dans deux polygones semblables on 
tire deux lignes également inclinées à Tégard de deux côtés 
homologues, et terminées à des points semblablement placés 
a l'égard de ces côtés, ces lignes, qu'on appelle lignes homo- 
hgues y seront entre elles dans le rapport de deux côtés ho- 
mologues quelconques. Car, dès qu'elles font des angles 
égaux avec deux côtés homologues, elles feront aussi des 
angles égaux avec deux autres côtés homologues quelcon- 
ques, puisque les angles de deux polygones semblables sont 
égaux chacun à chacun : or, si dans ce cas elles n'étoient 
pas dans le même rapport que deux côtés homologues, il est 
facile de sentir que les points où elles ise terminent ne pour- 

iroient pas être semblablement placés comme on le suppose. 
l3o. C'est sur les principes que nous venons de poser, 
concernant les figures semblables , que porte en gi>ande 
partie Tart de lever les plans. Nous disons en grande partie^ 
parceque, lorsquel'espace dont il s'agit de former le plan est 
d'une très grande étendue, comme l'Eu rope , la France , etc.-^ 
l'art d'en fixer les points principaux tient k d'autres cdn- 
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noissances , dont ce n'est point encore ici le lien de parler. 
Mais ponr les détails d'un pays , d'une côte, d'une rade^ etc., 
on peut les déterminer et les représenter ensuite sur nn^lan , 
de la manière que nous allons décrire. Observons aupara* 
Tant que nous supposons ici que tous les angles qu'il va être 
question de mesurer sont tous dans un même plan horizon- 
tal, ou à-peu-près. S'ils n'y étoient point, il faudroit, avant 
de former le plan, les y. réduire; nous en donnerons les 
moyens dans la trigonométrie. 

Supposons donc que A, B, G, D, E, F, G, H, I, K 
(fig. 75) soient plusieurs objets remarquables dont on veut 
représenter les positions respectives sur un plan. 

On dessinera grossièrement sur un papier cies objets dans 
les positions qu'on leur juge a l'œil; et, pour cet effet, on se 
transportera aux différents lieux où il sera nécessaire, pour 
prendre une connoissance légère de tous ces objets. Ce 
premier dessin, qu'on appelle un croquis y servira à marquer 
les différentes mesures qu'on prendra dans le cours des 
opérations. 

On mesurera une base A B , dont la longueur ne soit pas 
moindre que la dixième o^ la neuvième partie de la distance 
des deux objets les plus éloignés qu'on puisse voir de ses 
extrémités, et qui soit telle en même temps, que de ces 
mêmes extrémités on puisse appercevoir le plus grand* nom* 
bre d'objetft que faire se pourra ; alors,' avec un instrument 
propre à mesurer les angles, avec le graphometre, par exem^ 
pie, on mesurera au point A les angles £ AB , FAB, G AB, ' 
CAB, D AB que foi^t au point A, avec la ligne AB, les * 
lignes qu'on imaginera menées de ce point aux objets E, F, 
G, C, D que je suppose pouvoir être apperçus d^s extré* 
çaités A et B de la base. On mesurera de même au point B 
les angles EB A, FBA, GBA, CBA, DBA que font en cq 
point, avec la ligne AB, les lignes qu'on imaginera menées 
de ce même point B aux mêmes objets que ci-dessus. S'il y 
ades.objets, comme H, I, qu'on n'ait pas pu voir des deux : 
extrémitéd A et B, on se transportera en deux des lieux EF j 
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qu'on Tient d'observer y et d'où l'on puisse voir ces deux 
points H et I; alors, regardant EF comme une base, on 
mesurera les angles HEF, lEF, HF£, IFE que font avec 
bette nouvelle base les lignes qui iroient de ses extrëmitéa 
aux deux objets H et I; enfin , s'il y a quelque autre objet, 
comme K, qu'on n'ait pu voir ni des extrëmités de ÂB, ni 
de celles de EF, on prendra encore pour base quelque 
autre ligne, comme F G, qui joint deux des points obser* 
vés , et on mesurera de même à ses extrémités les angles 
KFG,KGF, 

Toutes ces opérations faites, et après avoir déterniiné et 
construit l'écHelle du plan qu'on se propose de faire ^ on 
tirera sur ce plan une ligne a b qu'on fera d'autant de par- 
ties de l'échelle que l'on a trouvé de toises ou de pieds dans 
AB^ selon qu'on aura mesuré en toises ou en pieds. On fera 
ensuite au point a, avec le rapporteur, un angle hae d'au- 
tant de degrés et minutes qu'on en a trouvé pour B AE, et 
au point b un angle e.ba d'autant de degrés et minutes 
qu'on en a trouvé à l'angle EBA; les deux lignes ae, be, 
qui formeront ces angles avec ab y se couperont en un 
point e qui représentera sur la carte la position de l'objet E 
sur le terreÎD ; car, par cette constructiosif, le triangle abe 
sera semtblable au triangle ABE , puisqu'on a fait deux 
angles de eekn^lk égaux à deux angles de celui-ci (no). On. 
se conduira précisément de la même manière pour déter- 
miner les points f, g^ d^ Cy qui doiveqt représenter les 
points ou 4xfa}eta F, G^I>, G. Pour avoir ensuite les poijita 
&, < et A:, on tirera les lignes efet fg que l'on considérera 
conMBe bases, et on déterminera la position des points h et 
I à l'égard die a/V et du point h à Tégard àefg, de la même 
mamiere qu'on a déterminé celles des autres points a l'égard 
de a &» Bien entendu que toutes les lignes qu'on tirera dans 
ces différentes opérations seront tnacées au crayon seule- 
ment, parcequ'elles n'ont d'autre* usage que de déterminer 
les points c, d, e,, etc. y lorsqu'ils sont une fois trouvés, on 
tfiEftce tout le reste. . 
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Je ne m'arrête pas a démontrer en détail oue les points 
c, d, e^fy g, h, i, k sont placés entre eux de la même ma* 
niere que les objets C, D, E, F, G, :elc. le sont entre eux; 
îï suffit d'observer que les points e, rf, ^y/y g sont , par là 
construction, placés à Tégard de ab , comme les points C, 
D, E, F, G le sont à Tégard de AB, puisque les triangles 
cab, dab, eabj etc. ont été faits semblables aux triaiigles 
GÂB^DAB, EAB,et disposés de la même n^aniere ; ainsi 
la difficulté, s'il y en a, ne peut tomber que sur les points A, 
i et A: : or, par la construction, les points h et i sont placés 
à l'égard de efy comme les points H et I le sont à l'égard de 
EF;^6nc, puisque ces -deux dernières lignés sont placées 
de la même manière a l'égard des lignés a & et A B , les points 
h et i seront aussi placés à l'égard de a i de la même maniéré 
que H et I le sontk l'égard de AB. Ainsi les distances rés-t 
pectives des points a^je-^fj gf, etc. , mesurées sur l'échelle da 
]^taB, -feront conhoitrc les distances des'objets A, E, F, G, etci 

On Toit assez/ sans qu'il soit nécessaire d'y insister, que 
cette même méthode peut servir {[^.vérifier des points que 
Ton soupçonneroit douteux sur uiïftcarle , ainsi qu'à y ajou- 
ter dès-points qu'on auroit omis. .»«, . . 
-' On peut aus^î letnployer la boussole £^ déterminer la posii- 
tion dés objets E,:F, G, etc., et on-l'y' emploie même assez 
sDouvent ; mais alors on observe au. point Ay noikpas les auglei 
EABi FAB, mais lesanglcs que 1er lignes AE, AFjetc;> 
et Wba^e mêtne AB,' fou« avec ladir;ection de raiguilleiai- 
zdâ^^ée-; on fait Ist m^lne chose au point'B;let pour marquei^ 
ks ôl>}éts suit la-car]te, bri tire par le point aune ligne qui 
Représente la direction fle-raignille aimantée, et on meae lea 
lignes a-b y ac y a^y- etc. , dé manière !qli>' elles fasisent avec 
delle4k les angles qu'on a observés au point A ; fixant ensuite 
la grandeur qu'on veut donner à aby on se conduit à l'égard 
du point b de la même manière qu^on- a fait à Fégaxd diL 
point a. Quant aux autres points H et I, qui n'étoient poiu£ : 
visibles de A et B, on les détermine, a l'égard de EF, de la 
même manière qu'on a déterminé les autres à l'égard de AB; 
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ekifin on marque ces points en h et i , en les déterminant , à 
regard de ef^ de la même manière que les autres points e, 
fy etc. ont été déterminés à l'égard de ah. Au reste, on ne 
doit;. autant qu'on le peut, lever- ainsi à la boussole que les 
petits détails, comme les détours d'un chemin, les sinuosités 
d'une rivière, etc. Quand les points principaux ont été dé- 
terminés avec exactitude, on peut prendre ces détails avec 
une attention moins scrupuleuse, parceque les objets qu'on 
relevé alors étant peu distants entre eux, l'erreur qu'on 
peut commettre sur les angles ne peut pas être de grande 
conséquence. 

Lorsque quelques circonstances déterminent a marquer 
sur la carte déjà construite quelque nouveau point, il n'est 
pas indbpensable d'observer ce point, de deux autres points 
connus : on le détermine souvent , au contraire , en obser- 
vant de ce point deux autres points connus ; par exemple, 
supposons que le point H soit un point d'une rade aii l'on a 
mesuré la profondeur k la sonde, et qu'on veut marquer 
cette sonde sur la carte; on observera du point H les angles 
£HM, FHM que font avec la direction LM de l'aiguille 
aimantée les deux lignes EH, FH, qui vont à deux objets 
connus E, F; puis, pour marquer. le point H sur la carte, 
on tirera à part (fig. "j^.) une ligne Im qui marque la direc- 
tion de l'aiguille aimantée \ et en un point n de cette ligne , 
on fera les angles onm , pnm égaux aux angles EHM, 
FHM; enfin, par le point/*, on menera^A parallèle a pn ; 
et par le point e, la ligne eh parallèle a. no ^ ces deux lignes 
«e rencontreront au point cherché h. 

Cette même méthode sert aussi à se recounoitre en mer, 
a la vue de deux terres. Au reste, la rose des vents , qui est 
marquée sur les cartes marines, fournit des expédients pour 
abréger quelques unes de ces opérations; nous ne pouvons 
entrer dans ces détaifs, qui appartiennent immédiatement 
au pilotage : il nous suffit d'exposer les principes sur lesquels 
ces différentes pratiques sont fondées. 

Observons cependant qu'on ne doit déterminer les sondes 
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de cette manière, que quand les circonstances ne permet- 
tent pas de faire autrement; car, quelque exercé qu'on 
puisse être à se servir du compas de variation, on ne parvient 
jamais a relever du point H, en mer, les objets E, F, avec 
une précision sur laquelle on puisse autant compter que sur 
le relèvement qu'on feroit d'un objet H, tel que seroit une 
cbaloupe, une bouée, etc. , en observant des points E et F 
a. terre. Les sondes sont assez importantes pour qu'on doive, 
autant qu'on le peut, employer, pour les déterminer, la 
méthode la plus susceptible d'e:jcactitude. 

Il y a encore une autre manière de lever qui est d'autant 
plus commode, qu'elle exige peu d'appareil, et qu'en même 
temps qu'on observe les différents points dont on veut avoir 
les positions, on les trace sur ie plan sans les perdre de vue. 
L'instrument qu'on emploie k cet effet est représenté parla 
figure 78. ABCD est une planche de i5a 16 pouces de long 
et à'peu-près de pareille largeur, portée sur un pied comme 
le graphometre. Sur cette planche , on étend une feuille de 
papier qu'on arrête parle moyen d'un châssis qui entoura 
la planche. LM est une règle garnie de pinnules k ses deux 
extrémités. 

Lorsqu'on veut faire usage de cet instrument qu'on ap- 
pelle planchette y pour tracer le plan d'une campagne, on 
prend une base am, oomme dans les opérations ci-dessus, 
et, posant le pied de l'instrument en a, on fait planter m 
piquet en m. On applique la règle LM sur le papier, et on 
la dirige de manière k voir le piquet m k travers les deux 
pinnules : alors on tire le long de la règle une ligne EF, à 
laquelle on donne autant de parties de Téchelle du plan 
qu'on aura trouvé de pieds entie le point E, d'où l'on ob- 
serve d'abord , et le pointy*, d'où l'on observera k la seconde 
station. On fait ensuite tourner la règle autour du point E, 
jusqu'k ce qu'on rencontre, en regardant k travers les pÛF 
nules, quelqu'un des objets I, H, G ; et k mesure qu'on en ^ 
rencontre un , on tire le long de la règle une ligne indéfinie* i 
Ayantainsi parcouru tous les objets qu'on peut voir lors* ] 
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qu'on est en a ^ on transporte rinstruraent en m , et on laisse 
un piquet en a : alors on fait au poînt^les mêmes opérations 
à l'ëgpard.des objets I, H, G, qu'on a faites à l'autre station. 
Les lignes fi, fh, fg, qui, dans ce second cas, vont ou 
sont imaginées aller à ces objets , rencontrent les premières 
aux points g^ A, i, qui sont la représentation des objets 
G, H, I. 

C'est encore sur la théorie des figures semblables qu'est 
fondée la méthode de faire le point ^ c'est-a-dire, de repré-» 
senter sur une car|:ela route qu'a tenue un vaisseau pendant 
sa navigation ou pendant une partie de sa navigation.' 

Supposons qu'un vaisseau p^rii d'un lieu connu ait d'a- 
bord couru 28 lieues au sud-est, puis 20 lieues au sud, et 
enfin 26 lieues au sud-ouest; on veut déterminer sur la carte 
Ja route qu'a tenue le vaisseau et le lieu de l'arrivée . 

On cherche d'abord sur la carte le point du départ ; je 
suppose que ce soit le point d (fig. 79). On cherche pareil- 
lement parmi les divisions de la rose des vents marquée sur 
la carte , quelle est la ligne qui va au sud-est; je suppose que 
ce soit ici la ligne CF ; on tire par le point d la ligne de pa- 
rallèle à CF, et on donne à de autant de parties de l'échelle 
Ae la carte, qae l'on a couru de lieues au sud-est. Par le 
point c, on tire pareillement une ligne eb parallèle a la ligne 
CE qui est dirigée au sud, et on fait cb d'autant de parties 
de l'échelle qu'on a c^uru de lieues au sud ; enfin , par le 
point 6, on mené ba parallèle à CD qui va au sud-ouest; et 
^yant fait ba d'autant de parties de Téchelle qu'on a couru 
de lieues au sud-ouest, le point a est le point d'arrivée, et 
la trace deba représente la route qu'a tenue le vaisseau. Eu 
effets les lignes dc^ eby i a font entre elles les mêmes angles 
qa*ont faits entre elles successivement les différentes parties 
de la route du vaisseau, et d'ailleurs les parties crf, çb^ ba 
ont entre elles les mêmes rapports que les espaces que le 
vaisseau a réellement décrits ; donc la figure dcba est (i3i) 
absolument sepiblable à la route qu'a tenue le vaisseau ; 
enfin, le point d est situé sur la carte comme le point de 

2 
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départ Test k Tégard de la terre (i); donc dcba est noi^ 
seulement semblable à la route du vaisseau, mais eiicore 
situëe à Tégard des différents points de la carte, comme la 
route du vaisseau Ta été k Tégard des différents points da 
la terre. 



SECTION II. 



Des Surfaces. 

iBQ- JM ous voici arrivés k la seconde d'çs trois sortes d'éteii^ >*; 
due que nous avons distinguées j c'est-k-dire , k Tétendue 
en longueur et en largeur. ' :^ 

Nous ne considérerons, dans cette section, que les sur^ % 
faces où superficies planes ^ nous nous bornerons même k 'i 
celles des figures rectilîgnes et du cercle. ; 

La mesure des surfaces se réduit k celle dçs triangles oa J 
des quadrilatères. - • < 

On distingue les quadrilatères en quadrilatère simple**; . 
ment dit, trapèze et parallélogramme, ' ^ 

La figuré de quatre côtés , qu'on appelle simpkm'eiit ^ 
quadrilatère , est celle parmi les côt^s de laquelle il ne^'s'e&i 
trouve aucun qui soit parallèle k un autre. (Ployez fig. 80.) 

Le trapèze est un quadrilatère dont deux côtés seulement, j 
•ont parallèles (fig. 81). ' ; i 

Le parallélogramm^e est 41 n quadrilatère dont les côtés , 
opposés sont parallèles (fig. 82, 83, 84, 85, 86, 86*) •, OB. : 

(1) Cette expression n^est pas rigoarensement exacte, sans donte; mais ce • 
n^est point ici le lieu d'en fixer le sens rigoureux. Les points d'une carte , sur» 
tout d*nne carte réduite , ne sont pas 'situés entre eux cobo me les points de'lt 
terre qu'ils représentent ; mais il suffit ici (ja'ils aient le même usage. Non» ce< 
viendrons ailleurs »ar cet objet. ^. ^ 
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distîngne quatre sortes de parallélogrammes : le rhomboïde^ 
le rhombey le rectangle et le carré. 

Le rhomboïde est le parallélogramme dont les côtés con- 
tigus et les angles sont inégaux (fig. 82). 

Le rhombcy autrement dit lozange , est celui dont les 
c&tés sont égaux, et les angles inégaux (fîg. 83). 

Le rectangle est celui dont les angles sont égaux, et les 
côtés contigus inégaux (Sg, 84)* 

Le carré est celui dont les côtés et les angles sont égaux 
(fig. 85). 

Quand les angles d'un quadrilatère sont égaux , ils sont 
nécessairement droits , parceque les quatre angles de tout 
quadrilatère valent ensemble quatre angles droits (86). 

La perpendiculaire EF (fig. 82), menée entre les deux 
côtés oppQsés d'un parallélogramme, s'appelle la hauteur de 
ce parallélogramme; et le côté BG, sur lequel tom^e cette 
perpendiculaire, s'appelle la buse. 

La hauteur d'un triangle ABC (fig. 87, 88 et 89^ est la 
perpendiculaire AD abaissée d'un angle A de ce triangle, 
sur le côté opposé B G , prolongé s'il est nécessaire ; et ce côté 
B C se nomme alors la base. 

l4o. Un triangle rectiligne quelconque ABG (fig. 89) 
est toujours la moitié d^un parallélogramme de même base 
et de même hauteur que lui. 

Car on peut toujours concevoir tirée , par le sommet de 
l'angle C , une ligne G E parallèle au côté B A, et par le som- 
met de l'angle A, une ligne AE parallèle au côté BC, ce 
qui forme avec les côtés AB et BG un parallélogramme A BGE 
de même base et de même hauteur que le triangle AB G ; cela 
posé, il est aisé de voir que les deux triangles ABG, GE A 
sont égaux; car le côl^é A G leur est commun. D'ailleurs, les 
angles BAC, AGE sont égaux, a cause des parallèles (38); 
et par la même raison, les angles BG A et GAE sont égaux; 
ces deux triangles ayant un côté égal adjacent a deux angles 
égaux chacun à chacun , sont donc égaux ; donc^le triangle 
ABG est la moitié du parallélogramme ABCE, . - 
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\f\.\. Les parallélogrammes ABÇD, EBCF (fig. 86 
et 86 * ) , rfe même base et de même hauteur, sont égaux en 
surface. 

Les deux parallëlogrammes ABCD,EBCF (fig. 86) ont 
une partie commune EBCD; ainsi leur égalité ne dépend 
que de Tégalité des triangles ABE, DGF : or, il est aisé de 
prouver que ces deux triangles sont égaux; car AB est égal 
à CD, ces lignes étant des parallèles comprises entre paral- 
lèles (8a) ; et par la même raison , B^E est égal a CF; d'ail- 
leurs (43), Tangle ABE est égal a l'angle DGF : ces deux 
triangles ont donc un angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun a cliacun ; ils sont donc égaux; donc aussi le 
parallélogrampe ABGD et le parallélogramme EBGF sont 
égaux. 

Dans la figure 86*, on démontrera de la même manière 
que les deux triangles ABE, DGF sont égaux; donc, re- 
tranchant de chacun le triangle DIE, les deux triangles- . 
restants A BlD,vE IGF seront égaux; enfin, ajoutant à cha- 
cun de ces trapèzes le triangle BIG, le parallélogramme . 
ABGD et le parallélogramme EBGF qui en résulteront 
seront égaux. 

142. On peut donc dire aussi que les triangles de même 
base et de m^éme hauteur, ou de bases égales et de hauteurs 
égales, sont égaux, puisqu'ils sont moitiés de parallélo-. 
grammes de même base et de même hauteur qu'eux (i4o). 

143» De cette dernière prpposîtion , on «peut conclure 
que tout polygone peut être transformé en un triangle de 
même surface. Par exemple, ^oit ABGDE (fig. 91) un peiv^ 
tagone; si l'on tire la diagonale EC qui joigne les extrémités 
de deux cÔtés contigus ED, DG, et qu'après avoir mené 
DF parallèle a EG, et qui rencontre en F le côté AE pro- 
longé, on tire G F, on aura un quadrilatère ABC F égal eu 
surface au pentagone ABGDE; car les deux triangles E G D, 
ECF ont pour basfe conlmunc EG; et étant de plus comprît 
entre les mêmes parallèles EG, DF, ils sont de même hau- 
teur; donc ils sont égaux; donc, si Ton ajoute a cliacun le 



DE GEOMETRIE. 71 

quadrilatère E ABC, on aara le pentagone ABCDE égal au 
quadrilatère ABC F. 

Or, de même qu'on rient de réduire le pentagone a un 
quadrilatère , . on réduira de mâme le quadrilatère à un 
triangle*, donc, etc. 

Pour transformer un triangle en un carré de même surf ace y la 
question se réduit à prendre (126) on (Arith. 178) une moyenne 
proportionnelle entre la base et la moitié de la hauteur, puisque 
(^Axith. 178) le carré de cette moyenne proportionnelle sera égal au 
produit de ces deux facteurs. 

On peut donc transformer une figure quelconque en un carré de 
même surface. \ 

De la Mesure des Surfaces. 

l44- Mesurer une surface , c'est déterminer combien de 
fois cette surface contient une autre surface connue. 

Les mesures qu'on emploie sont ordinairement des car- 
rés ; quelquefois aussi ce sont des parallélograiiimes rec- 
tangles : ainsi mesurer la surface ABCD (fig. 90), c'est 
déterminer combien elle contient de carrés tels que abcd^ 
ou de rectangles tels que abcd-, si le côté ab du carré abcd 
est d'un pied, c'est déterminer combien la surface ABCD 
contient de pieds carrés : si le côté ab du rectangle abcd 
étant d'un pied, le côté bc est de 3 pieds, c'est déterminer 
combien la surface ABCD contient de rectangles de 3 pieds 
de long sar un pied dé large. 

Pour mesurer en parties carrées la surface du rectangle 
ABCD, il faut chercher combien de fois le côté AB contient 
le côté ab àvL carré abcd qui doit servir d'unité ou de me- 
sure, chercher de même combien de fois le côté BC con- 
tient ab; et alors, multipliant ces deux nombres l'un par 
l'antre, on aura le nombre de carrés tels qiie abcd, que la 
surface ABCD peut renfermer. Par exemple, si AB con- 
tient ab quatre fois, et si BC contient a h sept fois, je mul- 
tiplie 7 par 4 9 fit le produit 28 marque que le rectangle 
ABCD contient 28 carrés tels que abcd. 

Car, si par les points de division E, F, G, on mené des 
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parallèles à BC, on aura quatre i»ectangles ëgaux, dontclia* 
cun pourra contenir autant de carrés tels que abcd^ qu'il 
y a de parties égales. a ab dans le côté BC; donc il faut 
répéter les carrés contenus dans l'un de ces rectangles 
autant de fois qu'il y a de rectangles, c'est-k-dire, jutant 
de fois que le côté AB contient ab ; et comme le nombre 
des carrés "contenus dans chaque rectangle est le même 
que le nombre des parties de BC, il est donc évident qu'en* 
multipliant le nombre des parties de BC par le nombre 
des parties égales de AB ,.on a le nombre des carrés tels que 
abcd, que le rectangle ABCD peut renfermer. 

Quoique nous ayons supposé , dans le raisonnement que 
nous venons de faire, que les côtés AB et*BX contenoient 
un nombre exact de mesures ai, ce raisonnement ne s'é- 
tend pas moins'au cas où la mesure ab n'y seroit pas cônt^ ^ 
nue exactement. Par exemple, si BC ne contenoit que 8 
mesures |, chaque rectangle ne contiendroit que 6 caiv ■ 
rés \\ et si le côté AB ne contenoit que 3 mesures }, il n'y 
auroit que 3 rectangles {, chacun de 6 carrés f ; il faudroit 
donc multiplier 6 7 par 3 \ , c'est-à-dire , le nombre des me- 
sures de BC par le nombre des mesures de AB. 

Si , au lieu d'évaluer la surface ABCD (figv 90) en parties carrées, "I 
ou vouloit l'évalu€r en parties rectangulaires g,bcd ; un raisonnement 
semblable fait voir qu*il faudra mesurer A B en parties telles que ab, 
et B C en parties telles que ^ c, et multiplier l'un par l'autre le nombre' 
des parties de chaque espèce. 

Par exemple , si on veut savoir combien il faut de saucissons de 
18 pieds de long et de 1 1 pouces de grosseur, pour le revêtement in- 
térieur d'une batterie de mortier longue de 21 toises et haute de 7 
pieds 4 pouces , on verra que la grosseur 1 1 pouces est contenue S - 
- fois dans la hauteur 7 pieds 4 pouces, et que la longueur 18 pieds 
* est contenue 7 fois dans la longueur 21 toises; on multipliera donc 
7 par 8 , et le produit 56 exprimera le nombre cherché de saucissons. 

Au reste, lorsqu'il s'agit de mesurer une surface en parties .reo ^ 
tangles , on peut le faire aussi en mesurant d'abord en parties carrées, 
et divisant le nombre de ces parties par celui des mesures carrées pa^ 
rcilles que contient la mesure rectangulaire que l'on emploie. 
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145. Puisque (i4i) le parallélogramme rectangle ABCD 
( fig. 86 et 86 * ) est égal au parallélogramme E B CF de même 
base et de même hauteur, il s'ensuit donc que , jpour avoir 
la surface de celui-ci , il faudra multiplier le nombre des par- 
ties, de sa base BC par le nombre des parties de sa hauteur 
BA; on peut donc dire, en général, 

Pour a{fO%r le nombre de mesures carrées contenues dans 
la surface d^un parallélogramme quelconque ABCD (fig. 82), 
il faut mesurer la base BC et /a hauteur lÊ^V ai^ec une même 
mesure , et multiplier le nombre des mesures de la base par 
le nombre des mesures de la hauteur. 

On voit donc, par ce qui a été dit (144)? î^® lorsqu'on 
Tcut évaluer la surface ABCD (fi^. 90), on ne fait autre 
chose que répéter la surface G BCH, ou le nombre des car- 
rés qu'elle contient, autant de fois que son côté GB est con- 
tenu dans le c6té A3 ; ainsi le multiplicande est réellement 
une surface, et le multiplicateur est un nombre abstrait, qui 
ne fait que marquer combien de fois on doit répéter ce mul* 
tiplicande. . 

Ou dit cependant très communément que, pour avoir la 
surface d^un parallélogramme ^ il faut multiplier sa base 
par sa hauteur; mais on doit regarder cela comme une ex- 
pression abrégée, dans laquelle on sous-enlend le nombre 
des carrés correspondants aux parties de la base, et le 
nombre des parties de la hauteur. En un mot , on ne peut 
pas dire qu'on multiplie une ligne par une ligne. Multiplier, 
c'est prendre un certain nombre de fois ; de sorte que, 
quand on multiplie lyie ligne, on ne peut jamais avoir 
qu'une ligne; et quand on multiplie une surface, on ne peut 
jamais avoir qu'une surface. Une surface ne peut avoir 
d'autres cléments que des surfaces; et quoiqu'on dise sou- 
vent que le parallélogramme ABCD (fig. 82) peut être 
considéré comme composé d'autant de lignes égales et pa- 
rallèles à B C , qu'il y a de points dans la hauteur E F , ou 
doit sous-entendre que ces lignes ont une largeur infiniment 
petite' (car plusieurs lignes sans largeur ne peuvent pas com- 
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de sa hauteur^Fj par la ligne GK menée à distances égales 

des deux bases opposées. 

1 49« ^^ Pour avoir la surface d'un polygone quelconque, 
îl faut le partager en triangles, par des ligues nienées d'uBl ; 
xnème point à chacun de ses angles, et calculer séparément i 
la surface de chacun de ces triangles; en réunissant tous ces * 
produits, on aura la surface totale du polygone. Mais poor \ 
avoir le moindre nombre de triangles qu'il soit possible, il ! 
conviendra de faire p^tir toutes ces lignes de l'un des an- i 
gles. (/^oj^-zrfig. 92.) ^ I 

100. Si le polygone étoit régulier {&^. 53); comme tou$ i 
les côtés sont égaux, et que toutes les perpendiculaires me- i 
nées du centre sont égales ; en le concevant composé de j 
triangles^ui ont leur sommet au centre, on auroit la sur- : 
face , en multipliant un des côtés par la moitié de la perpen- ( 
diciilaire, et multipliant ce produit par le nombre des côtés, ' 
ou, ce qui revient au même , en multipliant le contour ptt * 
la moitié de la perpendiculaire. î 

151. Puisqu'on peut (i36) considérer le cercle comme ;] 
un polygone régulier d'une infinité de côtés, il faut donc ^j 
conclure que pour ai^oir la surface d'un cercle ^ il faut muUr 
tiplier la circonférence par la moitié du rayon. 

Car la perpendiculaire menée sur un de^ côtés ne différé" ' 
pas du rayon, lorsque le nombre des côtés est infini. 

152. Puisque les circonférences des cercles sont ei^tre 
elles comme les rayons ou comme les diamètres (i36) , il est ; 
visible que si l'on connoissoît la circonféj'ence d'un cercte { 
d'un diamètre connu, on seroit bientôt en état de détermî- 
ner la circonférence de tout autre cercle dont on connt>Uroit ^ 
le diamètre, puisqu'il ne s'agîroit que de calculer le quilr*'. 
trieme terme de cette proportion : Le diamètre de la cit^ 
conférence connue est a cette même circonférence ^ comme ,| 
le diamètre de la circonférence cherchée est à celte seconde^'^ 
circonférence, ; 

On ne connoît point exactement le rapport du diamètre \ 
à la circonférence ; mais on en a des valeurs assez appro- ^ 
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allées, pour qu*un rapport^plus exact puisse être regardé 
comme absolument inutile dans la pratique. 

Archimede a trouvé qu'un cercle qui auroit 7 pîe3s.,de 
diamètre^ auroit 22 pieds de circonférence, k très peu de 
chose près. Ainsi , si Ton demande quelle sera la circonfé^ 
rence d'un cercle qui auroit 20 pieds de diametr/, il faut 
clierclier ( Arith, 179) le quatrième terme de la proportion, 
dont les trois premiers sont 



22 : : 20 



Ce quatrième terme, qui est 62 |, est, à très peu de chose 
près, la longueur de la circonférence d'un cercle de 20 pieds 
de diamètre. Je dis k très peu de chose près; car il faudroit 
que le; cercle n'eût pas moins dç 800 pieds de diamètre , pour 
que la circonférence détern\inée d'après le rapport de 7 à 
22 fût fautive d'un pied. Au reste, en employant le rapport 
de 7 k 22 , on peut se dispenser de faire la proportion ; il 
âuffit de tripler le diamètre , et d'ajouter au produit la sep- 
tième partie de ce même diamètre, parceque 3 j est le nom- 
bre de fois que 22 contient 7. 

Adrien Métius a donné un rapport Leauc.oup plus appro- 
ché ; c'est celui de ni a 355. Ce rapport est tel, qu'il fau- 
droit que le diamètre d'un cercle fût de 1 000000 pieds au 
moins, pour qu'on fît, en se servant de ce rapport, une 
erreur d'un pied sur la circonférence (i). Enfin, si l'on veut 
avoir la circonférence avec encore plus de précision , il n'y 
a qu'a employer le rapport de i a 3,i4i 5926535897932, qui 
passe de beaucoup les limites des besoins ordinaires, et dont 
on peut supprimer plus ou moiiis de chiffres sur la droite, 
selon qu'on a moins ou plus besoin d'exactitude. Comme ce 
/ rapport a pour premier terme l'unité, il est assez commode 
en ce que , pour trouver la circonférence d'un cercle pro- 

~ r 1- ] T- r— ■ I - -i_ ,_ 

(i) Poar retenir aisément ce rapport , il faut faire attention qne. les nombres 
qui le composent se troayent, en partageant en deux parties égales les trois 
premiers nombres impairs , i , 3 , 5 , écrit» deux foia de saite en cette ma- 
nicrè, zi3355. 
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posë^ Topération se réduit à Multiplier le iSombre 3^i4i39^€ 
par le diamètre de ce cercle. 

Il est donc facile actuellement de trouver la surface d'un 
cercle proposé, du moins aussi exactement que peuvent 
l'exiger les besoins les plus étendus de la pratique. -^ 

Si Ton demande de combien de pieds carrés est la surface 
d'un cercle qui auroît 20 pieds de diamètre : je calcule sa 
circonférence comme ci-dessus , et, ayant trouvé qu'elle est 
de 62 pieds I, je multiplie 62 y par 5, qui est la moitié du 
rayon (i5i), et j'ai 3i4 7 pieds carrés pour la surface de ce 
cercle. 

IDj. On appelle secteur de cercle la surface comprise 
entre deux rayons I A, IB (fig. 74); et l'arc AVB; et on ap- 
pelle segment la surface comprise entre l'arc AVB et éisi 
corde AB. 

Puisque le cercle peut être considéré comme un polygoiié 
régulier d'une infinité de côtés, un secteur de cercle peut' 
donc être considéré comme une portion de polygone régu- 
lier, et sa surface comme composée d'une infinité de trian-= 
gles qui ont tous leur sommet au centre, et pour hauteur le 
rayon ; donc , pour ai^oir la surface cVun secteur de cercle^ 
il faut multiplier Tare qui lui sert de ])ase par la moitié d^ 
rayon. 

A l'égard du segment, il est évident que pour en avoipla 
surface il faut retrancher la surface du triangle lAB de cale 
du secteur I AVB.. 

Il est évident que, dans un même cercle, les longueurs 
des a,rcs sont proportionnelles a leurs nombres de degrés!; 
que, par conséquent, quand on connoît la longueur de Jf 
circonférence , on peut avpir celle d'un arc de tel nombre 
de degrés qu'on voudra, en faisant cette proportion : 36o** 
sont au nombre de degrés de Varc dont on cherche la Ion-' 
gueury comme la longueur de la circonférence est à celle de 
ce même arc. . . 

SHl s'agit de trouver la surface d'un secteur dont on con^- 
noU le nombre de degrés et le rayon , on cherchera ^ par k 
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proportion qa'on vient de donner, la. longueur de l'are qui 
est la base de ce secteur , et on la multipliera, par la moitié 
du rayon. Par exemple, si l'on demande quelle est la surface 
du secteur de 82** 4^' dans un cercle qui a 20 pieds de dia- 
mètre, on trouvera, comme ci-dessus (i5i), que la circon- 
férence est de 62 I pieds ; cherchant le quatrième terme 
d*une proportion dont les trois premiers sont 36o*^ : 32*^ 4^' 
: : 62 f : ce quatrième terme, qu'on trouvera de 5 fl, sera 
la longueur de l'arc de 32° l^o\ laquelle étant multipliée par 
5, moitié du rayon, donne 28 — pour la surface du secteur 
de32«>4o'. . 

Il est aisé, d*après cela , d'avoir la surface du segment, en 
déterminant (fig. 74) le côté A B et la hauteur IZ du triangle 
I AB par une opération fondée sur les mêmes principes que 
celle que nous avons enseignée (121) ; mais la .trigonométrie, 
que nous verrons par la suite, nous donnera des moyens 
encore plus expéditifs et plus susceptibles d'exactitude. 

l54» Quoique ce que nous avons dit (i49) suffise pour 
■ mesurer toute espèce de figure rectiligne, néanmoins il est 
à propos que nous exposions ici une autre méthode qui est 
plus simple dans la pratique. Elle consiste (fig. 93) à tirer 
dans la figure une ligne AG; abaisser de chacun des angles 
des perpendiculaires BM, LG, DK, El, F H sur cette ligne 
AG; mesurer chacune de ces lignes, ainsi que les intervalles 
AN, NO, OP, PQ, QR, RG; alors la figure est partagée 
■en plusieurs parties, dont les deux extrêmes tout au plus 
sont des triangles, et les autres sont des trapèzes ; les pre- 
miers se mesurent en multipliant la hauteur parla moitié de 
la base (i47) ? ^ l'égard des trapèzes, chacun se mesure en 
multipliant la moitié de la somme des deux côtés parallèles 
parla distance perpendiculaire de ces mêmes côtés (i48)* 

Lorsque la figure est une ligne courbe , on la mesurera 
avec une exactitude suffisante pour la pratique, en parta- 
geant la ligne AT (fig. 94); qu'on tirera suivant sa plus 
grande longueur, en un assez grand nombre de parties^ 
pour que les arcs interceptés AB, BC, CD, etc. puissent 
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être regardés comme des lignes droites ; et pour rendre le 
calcul le plus simple qu'il soit possible!^ on fera les parties . 
AO, OPy etc. égales entre elles; alors^ pour avoir la surface, 
on ajoutera ensemble tontes les lignes BN , CM, DL, EK^ 
FI, et la moitié seulement de la dernière GH, si la courbe 
est terminée par une droite G H perpendiculaire a AT ; onf 
multipliera le tout par l'un des intervalles A O, et le produit 
sera la surface cherchée ; c'est une suite immédiate de ce qui- 
a été dit (i48); car, pour avoir la surface ABN, il faut mul^ 
tiplier AOpar la moitié de BN; pour avoir celle de BCMN, 
il faut multiplier OP ou AO par la moitié de BN et de CM; "^ 
pour avoir celle de CDLM, il faut multiplier AO par la - 
moitié de CM et de DL, et ainsi de suite ; donc, en réunis-^ 
sant ces produits, on voit que AO sera multiplié par deox . 
moitiés de B N, plus deux moitiés de C M , plus deux moitiés 
de DL, plus deux moitiés de E K, plus deux moitiés de F JJ 
plus enfin une moitié seulement de GH, c'est-k-dire, qae 
AO doit être multiplié par la totalité des lignes BN, CM, 
DL, EK, FI, plus la moitié de la dernière. 

S'il s'agissoit de l'espace BNHG terminé par les deux 
lignes B N , G H , on prendroit , non pas B N entière , mais sa * 
moitié seulement. 

La règle que nous venons d'exposer pour mesurer les 
surfaces planes, terminées par des courbes, peut être em- 
ployée fort utilement dans diverses recherches relatives aux 
navires. On a souvent besoin, dans ces recherches, de.con- 
noître la surface de quelques coupes horizontales du navire; 
nous aurons occasion d'en faire usage par la suite. 

Du Toisé des Surfaces. 

l55. Ce qji'on entend par toisé des surfaces, c'est la mé- 
thode de faire les multiplications nécessaires pour évaluer / 
les surfaces, lorsqu'on a mesuré les dimensions en toises et 
parties de toises. 

n y a deux manières d'évaluer les surfaces eu toises car«^ 
rées et parties de la toise carrée. . ■; 
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t)aii5 la première y on compte par toises carrées , pieds 
carrés, pouces carrés, lignes carrées, etc. 

La toist; carrée contient 36 pieds carrés , parceqne c'est 
tin rectangle tjui a 6 pieds de long sur 6 pieds de large, t^e 
pied carré contient i44 pouces carrés, parceqne c'est un 
rectangle qui a 12 pouces de long sur 12 pouces de large. 
Par une raison semblable, on voit que le pouce carré vaut 
i44 lîgt^cs carrées y etc. 

Ainsi y pour évaluer une surface en toises carrées et par- 
ties carrées de la toise carrée, il n'y a autre chose à faire 
qu'a réduire les deux dimensions qu^on doit multiplier, cha« 
cune à la plus petite espèce (en lignes, si la plus petite espèce 
est des lignes) ; et api es avoir fait la multiplication , on ré- 
duira le produit en ponces carrés, ensuite en pieds carrés^ 
et enfin en toises carrées, en divisant successivement par 
144? ^44 ^^ 36* ^^^ exemple, pour trouver la surface d*un 
rectangle qui aurait 2^ 3** 5^ de long, et o^ 4^ 6' ^^ large, je 
réduis ces deux dimensions en pouces, et j'ai i85' à multi- 
plier par 54^; ce qui me donne 9990 pouces carrés, et s'écrit 
ainsi 9990^. Pour les réduire eu pieds carrés, je divise par 
i44 ^ j'a^ 69 pieds carrés et 54**** de reste, c'est-a-dire, 
69'' 54" 5 pour réduire les 69**** en toises carrées, je divise 
par 36 ; j'ai une toise carrée ou i"^^ pour quotient, et 33**^ de 
reste; en sorte que la surface cherchée est de 1" 33*''' 54"*. 

Dans la seconde manière d'évaluer les surfaces en toises 
carrées et parties de la toise carrée, on conçoit la toise carrée 
composée de six rectangles qui ont tous une toise de haut 
et un pied de base, et qne, pour celte raison, on nomme 
toiscs^pieds : on subdivise chaque toise-pied en 12 parties 
oa rectangles qui out chacun une toise de haut et un pouce 
de base, et qu'on appelle toises-pouces : on subdivise cha- 
cune de celles-ci en 12 parties qui ont chacune une toise de 
liaut et une ligne de base , et qu'on appelle toises-lignes : en 
HD mot, on se représente la toise divisée et subdivisée con- 
tinuellement en rectangles, qui ont constamment une toise 
de haut sur un pied, ou un pouce, ou une ligne, ou un 
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point àe base. Les subdivisions qui passe&t le point se mar- 
quent comme les minutes, secondes, tierces, quartes, etc. 
pour les degr'és , excepte qu'on en fait précéder la marque 
par un T, signe de la toise; ainsi les marques successives, et 
les valeurs des subdivisions de la toisé carrée , sont telle» 
qu'on les voit dans la table suivante. 

Table des Subdmsions de la Toise carrée en Mec- 
tangles d'une toise de haut, et caractères qui repré- 
sentent ces parties. 

La toise-carrée vaut 6 toises-pieds , ou 6*""* 

La toise^pied vaut 12 toises-pouces, ou la*^ 

La toise-pouce la*^* 

La toise-bgne i a'^^ 

La toise-point la 

La T' ou toise-prime . • la 



Tf 

Ttt 
Tilt 

La toise-tierce la'^'^ 

et ainsi de suite. 



La T" ou toise-seconde la 



Quand on aura donc à multiplier les parties de deux • 
lignes pour évaluer une surface, il faut concevoir que le« ■ 
toises du multiplicande sont des toises carrées; les pieds, 
des toises-pieds; lès pouces, des toises-pouces, et ainsi de 
suite; a l'égard du multiplicateur, il- représeniera toujours 
combien de fois on doit prendre le multiplicande. Par exem- 
ple, si, ayant à mesurer la surface du rectangle ABCD 
(fig. gS), je trouve le côté AD de 4^ 4^ 6^, et le côté AB de . 
a*^ 3** ; je vois que si AE représente une toise, la surface * 
A B C D est composée de deux rectangles qui ont chacun une : 
toise de haut sur 4^ 4^ ^^ de,long, et d'un rectangle qui a 3' -^ 
ou une demi-toise de haut sur 4^ 4*^ ^ ^^ l^^g? ^^ ^tiî par J 
conséquent est là moitié de l'un des deux autres; de sOrté j 
que jevois qu'il s'agît de répéter deux fois et demi un i-ec- ^ 
tangle de i*^ de haut sur 4^4**^^^ long, c'est-à-dire, d« 
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répéter deux fois et demi la quantité 4"^ 4^** 6*^. Ceci prouve 
ce que nous avons dit dans la note du n^ 47 ^^ rAritlimé-^ 
tique, sur la nature des unités du produit et de ses facteurs 
dans la multiplication géométrique. 

On voit en même temps qu'il n'y a ici aucune nouvelle 
règle à apprendre pour faire ces sortes de multiplications, 
qui sont évidemment les mêmes que celles que nous avons 
données en Arithmétique, sous le nom de Multiplications . 
des Nombres complexes. Ainsi, pour nous borner à un 
exemple, si l'on me_demande quelle est la surface d'un rec- 
tangle qui auroit 52^ 4^ ^^ d® long, et 44^ 4^ 8' de large, je 
fais Topéralion comme il suit : 

44" 4' 8' 
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236 1^ 2^** S""** 2^* 8^^* 

C'est-a-dire, je multiplie 52 par 44? P^^* '^s 4^ du multi^ 
1 ^ pHcande par 44? ^^ prenant pour 3^ la moitié de 44> et pour 
r i*le tiers de ce que j'aurai eu pour 3**; ensuite je multiplie 
5' par 44 7 en prenant pour 4^ le tiers de ce que j'ai eu pour 
i'; et pour i** je prends le quart de ce que j'ai eu pour 4"^. 

Pour multiplier ensuite par les 4^ qui se trouvent dans le 
multiplicateur, je prends pour 3^ la moitié du multiplicande 
total, et pour i' le tiers de ce que j'ai eu pour 3^ Enfin, 
pour multiplier par 8'^ je prends le tiers de ce que j'ai eu 



» ^, 
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pour i^ et je récris deux fois ; réunissant tous ces produits* 
particuliers, j'ai 236 1" 2" 5^ 2*^* 8^'* pour produit total. 
Ainsi on voit que nous avons été fondés à dire, dansTÂrith- 
métiqne , que les règles que nous donnions pour les nombres 
complexes reufermoîent le toisé , et qu'il n'y a voit autre - 
cho&e à exposer que la nature des unités du produit et des 
facteurs. 

Quand on a ainsi évalué une surface en toises carréeât, 
toises-pieds, toises-pouces, etc. , il est fort aisé d'en trouver 
la valeur en toises carrées, pieds carrés, pouces carrés, etc. 
Il faut écrire alternativement les deux nombres 6 7 sous les 
parties de la toise , à commencer des toises-pieds , comme 
on le voit ci-dessous ; multiplier chaque partie par le nombre 
inférieur qui lui répond, et porter les produits des deux ' 
nombres consécutifs 6{- dans une même colonne; lorsqu'éii 
^inultipliant par 4, il restera i , écrivez ^2 sous ce multipli- 
cateur 7, pour commencer une seconde colonne. Ainsi, 
pour réduire en toises carrées, pieds carrés, pouces car-^ 
rés, etc., Tes parties du produit que nous avons trouvé ci- 
dessus, j'écris : 

236i^^ 2" 5^^ 2*" «^'^ 
6 ^ 6 i 



236l" 12"^ rj^V? 
2 12 

4 
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Et je multiplie les toises-pieds par 6, parceque la toise* 
pied vaut 6 pieds carrés, ayant 6 pieds de haut sur un pied 
de base. Je multiplie les toises-pouces par ^ , et je porte les 
deux entiers^ que me donne cette multiplication , au rang 
des pieds carrés, parceque la toise-pouce étant la 12* partie 
de la toise-pied, doit valoir la 12* partie de 6 pieds carrés, 
c'est-à-dire , un demi-pied carré ; donc les 5 toises-pouces 
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Talent 2 pieds carres et demi ; et comme le demî-pied carré 
vaut 72 pouces carrés, au lieu du demi, j'écris 72; ensuite, 
pour réduire les toises*lignes,. je les multiplie par 6, parce- 
que la loise*ligne étant la 12® partie de la toise-pouce, doit 
valoir la 12* partie de 72 pouces carrés, c'est-à-dire, 6 pouces 
carrés. Un raisonnement semblable prouve qu'on doit mul- 
tiplier ensuite par ^, puis par 6, etc., ainsi que nous venons 
de le dire. 

Donc, réciproquement, si l'on veut réduire en toises- 
pieds , toises-pouces , etc. , des parties-carrées de la toise- 
carrée, l'opération se réduira : 1^ A prendre le sixième du 
nombre des pieds carrés; ce qui donnera des toises-pieds, 
a^ On doublera le reste, s'il y en a un , et on y ajoutera une 
unité, si le nombre des pouces carrés est ou excède 72; et 
l'on aura les toises-pouces, 3** Ayant retranché 72 du nombre 
des pouces carrés, lorsque ce nombre sera ou excédera 72, 
on multipliera le reste par 6, et l'on aura les toises-lignes. 
4^ On doublera le reste, et on y ajoutera une unité, si le 
nombre des lignes carrées excède 72, et on aura le non^bre 
des toises-points. On voit par là comment on doit continuer 
pour avoir les parties suivantes, lorsqu'il doit y en avoir. 
Ainsi ^ sil'onproposoitde réduire 62^^ 25^^ 87^^ 92" en toises- 
pieds, toises-pouces, etc., je diviserois 25 par 6, et j'aurois 
4^^, et I de reste ; je double cet i , et j'y ajoute i , parceque 
le nombre des pouces carrés excède 72; j'ai donc 3^^ Je re- 
tranche 72 de 87, et je divise le reste i5 par 6 ; j'ai 2"^', et 3 
de reste. Je double ce reste, et j'y ajoute une unité, parce^ 
que le nombre des lignes carrées excède 72; j'ai 7^*"'. Je re- 
tranche 72 de 92, et je divise le reste 20 par 6; j'ai 3^', et 2 
de reste ; je double ce reste, et j'ai 4^ "3 en sorte que j'ai en 
total 52^^ 4^** 3^p 2^' 7^^" 3^' 4^". 

î 56« Puisque, pour avoir la surface d'un parallélogramme, 
il faut multiplier le nombre des parties de la base par le 
nombre des parties de la hauteur, il s'ensuit ( Arith. 74) qne, 
si connoissant la surface et le npmbre des parties de la hau- 
teur ou de la base, on veut avoir la base ou la hauteur, il 
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faudra diviser le nombre qui exprime la surface, par le nom- 
bre qui exprime celle des deux dimensions qui sera connue. . 
Mais il faut bien observer que ce n'est point une surface que 
l'on divise alors par une ligne. La division d'une surface par 
une ligne n'est pas moins chimérique que la multiplication 
d'une ligne par une ligne. Ce que Ton fait véritablement , 
alors, on divise une surface par une surface. 

En effet, selon ce que nous avons dit (i55), lorsqu'on 
évalue la surface du rectangle ABCD (fig. qS), on répète 
la surface du rectangle ED de même base, et qui a pour 
hauteur l'unité ou la mcsui^e principale AE ; on répète, 
dîs-jc, cette surface autant de fois que sa hauteur AE est 
comprise dans la hauteur AB : ainsi, quand on veut con- 
noitre le nombre de parties de AB, ou le nombre des unitës 
AE qu'il conjt.ient, il faut chercher combien de fois la sur- 
face ABCD contient celle du rectangle ED. Donc^ si la \ 
surface ABCD étant exprimée par 36 1'^ ^'^ 5""^ 2^' 8^^", la 
base AD est de 4^ 3** 6^ ; pour avoir la hauteur AB , il faut 
concevoir que l'on a 36i"^ a"*"^, etc. à diviser, non par 4^ 3^6^,; ; 
mais par 4" 3^^ 6^' ; et comme la toise est alors facteurxom-.- x 
mun du dividende et du diviseur, il est évident que le quo* 
tient sera le même que si l'un et l'autre exprimoient dles ' 
toises et parties de toises linéaires; donc l'opération se ré* 
duit a diviser 36 1^ 2% etc. par 4^3^; c'est-k-dire, que l'on 
considérera le dividende et le diviseur comme exprimant 
des toises linéaires , et par conséquent comme étant de 
même espèce ; et comme l'état de la question fait voir que le 
quotient doit aussi être de cette même espèce, c'est-à-dire, ' 
exprimer des toises et parties de toises linéaires, il s'ensuit 
que la division doit se faire alors précisément selon la règle 
donnée ( Arith. 126 et 128). ' 

Si la surface étoit donnée en toises-carrées et partîes-cais - 
rées de la toise-carrée, alors, pour plus de simplicité, on 
réduiroitces parties en toises-pieds, toises-pouces, etc., par 
ce qui vient d'être dit (1 55); après quoi, on opéreroit comme 
dans le cas précédent. Par exeniplc; si l'on demande la hau* 
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teur d'nn parallélogramme ou d'un rectangle qui auroic 
a"^ 5^ de base, et i^g^ 29^** 54*^ de surface, on réduira (i55) 
cette surface h i2o'"4'^ 10*^9^'; fet la question, d'après ce 
qui précède, sera réduite a diviser i2o''4^ ^^^9* P^ir 2^ 5'; 
ce qui , en suivant la règle donnée (Airith. 1 26 et 1 28) , donne 
4f 5'io^i*||. 

De la Comparaison des Surfaces. 

1 37. Les surfates des parallélogrammes sont entre elles, 
^n général^ comme les produits des bases par les hauteurs. 

C'est-a-dire, que la surface d'un parallélogramme contient 
ceUe d'iin autre-parallélogramme, autant que le produit de 
la base du premier par sa hauteur contient le produit de la 
base du second par sa hauteur. 

Cela est évident , puisque tout parallélogramme est égal 
au produit de sa base par sa hauteur. 

De la il est aisé de conclure que lorsque deux parallèle* 
grammes ont même hauteur, ils sont entre eux comme leurs 
•bases; et ^que lorsqu'ils ont même base, ils sont entre eux 
comme leurs hauteurs; car le rapport des produits ne chan- 
gera point, si l'on omet dans chacun le facteur qui leur est 
commun (Arith. 170). 

Selon ce qui a été dit (i5i), la surface du cercle est égale à celle 
d'un triangle qui auroit pour hauteur le rayon , et pour base la cir- 
conférence, et par conséquent égale à un rectangle qui auroit pour 
hauteur le rayon, et pour base la demi-circonférence ; donc, si Ton 
compare ce rectangle au carré du rayon qui est un rectangle de même 
hauteur, on verra évidemment (157) que le carré du rayon est à la 
surface du cercle , comme le rayon est à là demi- circonférence* Ainsi, 
pour avoir la surface d'un cercle , il suffit de multiplier le carré de .. 
ton rayon par le rapport de la demi- circonférence au rayon , ou de la 
circonférence au diamètre. 

Ainsi, dans l'exemple donné (147)9 je multiplie 100 carré du 
rayon 10 par y, ce qui donne *y' , ou 3i4 7 pieds carrés pour la 
surface du cercle qui a 20 pieds de diamètre. 
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l58. Puisque les triangles sont (i4o) moitiés de parallé- 
logrammes de même base et de même hauteur, îl faut donc 
conclure que les friangles de m^me hauteur sont entre eux 
comme leurs bases; et les triangles de même base sont entre 
eux comme leurs hauteurs, 

■ I 5q. I^s surfaces des parallélogrammes ou des triangles 
semblables sont entre elles comme les carrés de leurs cotés 
homologues. 

Car les surfaces des deux parallélogrammes ABCD et 
ahcd (ûg, 96 et 97) sont entre elles (157) comme les pro- • 
duits des bases par leurs hauteurs , c'est-à-dire, que ÂBGD 
l abcd II BC x AE • ic x ae. Mais si les parallélogram* 
mes ABCD, abcd sont semblables ^ et si A B et ai sont 
deux côtés homologues, les triangles AEB, ae£ seront 
semblables ^ parcequ'outre Tangle -droit en E et en e , ils 
doivent avoir de plus l'angle B égal à l'angle b; on aura donc ^ 
(108) AE l ae II AB l ab, ou ;; BC l bc,h cause des parât 
lélogrammes semblables; on peut donc (99), dans les pro- 
duits BC X AEet ic X acy substituer le rapport de BC ; bc 
k celui de AE I «e; et alors le rapport de ces produits sera 

celui de BC': b^) donc ABCD : abcd H BC'; le'; et 
comme on peut prendre indifféremment pour base tel côté 
qu'on voudra, on voit donc qu'en général les surfaces des 
parallélograçimes semblables sont entre elles comme les car<^ . 
rés de leurs côtés homologues. 

160. A l'égard des triangles semblables, il est évident 
qu'ils ont la même propriété , puisqu'ils sont moitiés de pa- 
rallélogrammes de même base et de même hauteur. 

161 • En général, les surfaces de deux figures semblables 
quelconques sont entre elles comme les carrés des cotés ^ ou 
des lignes homologues de cesjigures. 

Car les surfaces de deux iSgures semblables peuvent tou-- 
jours être regardées comme composées d'un même nombre 
de triangles semblables^chacun a chacun ; alors la surface de 
chaque triangle de la première figure sera à celle du triangle 
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correspondant dans la seconde^ comme le carre d*un càtë 
du premier est au carré du côté homologue du second (i6o); 
donc, puisque tous les c6tés homologues étant en même rap- 
port, leurs carrés doivent être aussi toun en même rapport 
(Arith. 191 )> chaque triangle du premier polygone sera au 
triangle -correspondant du second , comme le carré d'un 
c6té quelconque du premier polygone est au carré du côté 
homologue du second; donc (Ârith. 186) la somme de tous 
les triangles du premier sera à la somme dç tous les triangles 
du second, ou la surface du premier à la surface du second, 
aussi dans ce même rapport. 

162 • LêCs surfaces des cercles sont donc pntre elles comme 
les carrés de leurs rayons ou de leurs diamètres. 

Car les cercles sont des figures semblables (i36) , dont les 
rayons et les diamètres sont des lignes homologues. 

' On doit dire la même chose des secteurs, et des segments 
de même nombre de degrés. 

•On voit donc qu'il n'en est pas des surfaces des figures 
semblables comme de leurs contours ; les contours suivent 
le rapport simple des côtés (i34)) c'est-à-dire, que de deux 
figures semblables, si un côlédePune est double, ou triple, 
on quadruple, etc. d'un côté homologue de l'autre, le con- 
tour de la première sera aussi double, ou triple, ou qua- 
druple du contour de la seconde; mais il n'en est pas ainsi 
des surfaces ; celle de la première figure seroît alors 4 fois, 
9 fois, 16 fois, etc. aussi grande que celle de la seconde. 

On peut rendre cette vérité sensible par les figures 98 et 
99, ou l'on voit^(fig.98) que le parallélogramme ABCD, 
dont le côté A B est double du côté A G du parallélogramme 
semblable AGIE, contient quatre parallélogrammes par- 
faitement égaux h celui-ci ; et dans la figure 99 , le triangle 
AD F, dont le côté AD est double du côté AB du triangle 
semblable ABC, contient quatre triangh^s égaux a celui-ci; 
pareillement, le triangle AGK, dont le côté A G est triple 
de AB, contient neuf triangles égaux a ABC. 11 en seroit 
de même des qercles; un cercle quiauroit un rayon double, 
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ou triple y ou quadruple, etc. de, celui d'un autre cercle | 
auroit 4 fois , ou 9 fois y ou 16 fois, etc. autant de surface 
que celui-ci. 

On voit par la que deux navires qui seroient parfaitement 
semblables auroient des voilures dont les surfaces seroient 
-entre elles comme les carrés des hauteurs des mâts , c'est-»-' ' 
dire, comme nous le verrons parla suite ^ comme les carrés- ; 
des longueur» des navires , ou de leurs largeurs ; et par con^ n 
séqnent on peut dire que deux navires semblables y et qqi i 
présentent leurs voiles" au vent de la même manière , reçoi* 1 
vent des (g^antiiés de vent qui sont comme les carrés des "1 
longueurs de ces navires. Il n'en faut pas conclure pour cela^j 
que leurs vitesses sçront dans ce rapport. Nous verrons en 
mécanique ce qui doit en être. 

Au reste y nous n'exarïiinons pas ici si les navires sem*'^ 
blables doivent avoir des voilures semblables ; c'est un exa- 
men qui appartient aussi a la mécaiiique. 

l63. Si l'on vouloit donc construire une figure semblable 
à une autre , et dont la surface fût à celle de celle-ci dans 
un rapport donné, par exemple , dans le rapport de 3 à 2,1 
il ne fandroit pas faire les côtés homologues dans le rappoij 
de 3 a 2; car alors les surfaces seroient comme 9 à 4» maisj 
il faudroit faire ces côtés de telle grandeur^ que leurs carrés 
fussent entre eux M 3 ; 2; c'est-à-dire, en supposant queb 
côté AB de la figure X (fig. 100) soit de 5o^, par exemple,' 
il faudroit, pour trouver le côté homologue ah de la figur© 
cherchée x (fig. 101), calculer le quatrième terme d'une^ 

.proportion, dont les trois premiers seroient 3 • 2 II 5o otta 
5o X 5o est à un quatrième terme; ce quatrième terme, qw 
est i66é j , seroit le carré du côté ab; c'est pourquoi, tirai 
ïa racine carrée (Ari th. i45)de 1666 j, on trouveroit4o**8a4il 
c'est-à-dire, 4o^ 9^ 10' à-peu-près pour le côté ab. Quand ow 
a un côté de la figure Xy il est aisé de construire cette figurej 
selon ce qui a été dit (i33). 

Jl64« Si sur les trois côtés AB, BC, AC d^un triam 
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rectangle ABC (fig, 102), on construit trois carrés BEFA, 
BGHC, AILC, celui qui occupera Vhjpothénuse vaut 
toujours la somme des deux- autres, 

"Lai même méthode peut être employée à déterminer le rayon d*un 
cercle qui aurait une surface proposée. 

On prendra arbitrairement un nombre que Ton considérera comme 
le rayon d'un cercle , dont on calculera la surface par ce qui a été dit 
(i5i). Puis on fera cette proportion : La surface calcidée est à la sur- 
face donnée , comme le carré du rayon connu ^ de la première est au 
carré du rayon inconnu de la seconde. 

On peut aussi trouver ce rayon par la proposition donnée (i^t)* 

Abaissons de l'angle droit B, sur Thypolbénnse AC, la 
perpendiculaire BD; les deux triangles BD A, BDC seront 
chacun semblables au triangle ABC (11^); et, par consé- 
quent , les surfaces de ces trois triangles seront entre elles 
comme les carrés de leurs côtés homologues; on a donc cette 

mile de rapports ^gaux , A B D : AB ': : B D C :"BC': : A B C 

.:ÂC',onABD:ABEF:: BDC: BGHC:: ABC: AILC; 
doDc (Aruh. 186) ABD + BDC: ABEF + BGIIC :: 
ABC; AILC. Or, il est évident que ABC vaut les deux 
parties ABD + BDC^ donc AILC vaut ABEF+ BGHC; 

ce qu'on peut encore exprimer en cette manière , A C vaut 

•T— a > ■ a 

AB-+-BG. 

l65« Puisque le carré de l'iiypotliénuse vaut la somme 
Jes carrés des deux côtés de Tangle droit, concluons donc 
qne le carré d^un des côtés de V angle droit vaut le carré de 
thypothénuse y moins le carré de Vautre côté ; c'est-à-dire , 

tfuehCvautAC — AB* et ABvautAC — BC. 

t66. Donc, lorsqu'on connoît deux côtés d'un triangle 
rectangle, on peut toujours calculer le troisième. 

Supposons, par exemple , que le côté A B soit de 1 2 pieds , 
Je côté BC de 25 : on demande Thyporliënuse AC. J'ajoute 
144, qui est le carré du côté AB, avec ôaS, qui est le carré 
da'côté B C : Ja somme 769 est égalé au carré de l'hypollié- 
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nuse AC (i64) ; donc, si je tire la racine carrée de 769, 
j'aurai Thypothénuse AC5 cette ,^cîne est 27,73, k moins ,. 
d'un centième près ; donc le côté AC est de 27,78 pieds,J 
c'est-à-dire, de 27^ S** 9*. 

Si au contraire on donnoit l'hypothénuse et un des c6téi, 
on trouveroît le second côté par ce qui vient d'être dit (i65). 
Par exemple, si l'hypothénuse AC étoît de 54 pieds , et Ir 
côté BC de 42/ et qu'on demandât de combien est le côté 
^ AB, alors de 2916, qui est le carré de l'hypothénuse 54, )« 
retrancheroîs 1764, qui est le carré du côté BC; le reste ii5l] 
seroit donc la valeur du carré du côté AB; tirant la racine: 
carrée de ii52, celle racine, qui est 33,949 seroit la valenj;j 
de AB/ c'est-à-dire, que AB seroit de 33^,94 ou 33** ii*$ 
à-peu-près. . J 

Cette proposition est d'une très grande utilité ; nous a%j 
rons plus d'une occasion de nous en convaincre par la suîi 

Supposons , par exemple , qu'on demande la longueur du talus i 
rieur d'un rempart qui auro'it 18 pieds de base et 12 pieds de haut 

J'ajoute le carré de 18 824 v 

Avec le carré de 12 i44'* ! 

La somme 4^^ 

est le carré de la longueur du talus , dont la racine 21,6 sera la loft*-. 
gueur demandée. 

Supposons , pour second exemple, que A {^g> ^9^) soit un four- 
neau de mine , auquel on communique par la galerie D B , et le ri- 
meau B A de 9 pieds. L'effet de la poudre étant supposé pouvoir s'ér 
tendre en tout sens à une distance de 25 pieds, il faut trouver quèlk 
partie BC de la galerie on doit bourrer, pour que la galerie rési 
autant que le reste du terrein. 

Il est clair qu'on doit bourrer jusqu'à une distance BC telle 
• A C soit de 25 pieds ; B C est un côté de l'angle droit du triangle n 
tangle ABC; on l'aura donc comme il suit : 

Du carré de 25 62& 

Je retranche celui de 9 81 ;' 

Le reste 544 

est le carré de B C, et sa racine 23,3 est la longueur que doit avoif B 
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~ On peut fidre «sage de la propriété du carré de lliypothénuse , pour 
élever facilement une perpendiculaire sur une ligne droite en un pdixit 
donné. 

Par exemple , sur le prolongement £ A de la face d*un bastion ^ 
(fig. 196 ), on yeut établir perpendiculairement une batterie au point 
A. On formera avec un cordeau un triangle rectangle A B C , en pre- 
ntnt AB de 3 toises par exemple , et faisant AC de 4 toises , et BC 
de 5 toises 9 ce qui est facile. Alors AC sera perpendiculaire sur BA ; 

car le carré de 5 yaut le carré de 4 \ plus le carré de 3. . 

167 • Puisque le carré de Tliypotliénuse vaut la somme 
des carrés des deux côtés de Ta^gle droit, il s'ensuit que si 
le triangle rectangle est isocèle, comme il arrive, par exem- 
ple^ (dans un carré lorsqu'on tire la diagonale A C (%• io3), 
alors le carré de Thypothénuse sera double du carré d'un de 
ses côtés; donc la surface d'un carré est à celle du carré fait 
[ inr sa diagonale , comme i est à 2 ; donc ( Arith. 192 ) le côté 
d'an carré est à sa diagonale, comme i esta la racine carrée 
de 2 ; et comme cette racine ne peut être exprimée exacte- 
ment en nombres, il s'ensuit qu'on ne peut avoir exacte- 
ment en nombres le rapport du côté d'un carré à sa diagOr 
Baie, c'est-à-dire, que la diagonale est incommensurable , ou 
Ji'a aucune commune mesure avec son côté. 

La propriété des trois côtés d'un triangle rectangle , enseignée ( 1 64), 

n'est pas particulière aux carrés formés sur ces côtés ; en général , si 

sur les trois côtes éCun triangle rectangle quelconque on forme trois 

\ figures semblables quelconques y par exemple y trois triangles , trois 

tenleSy etc. , la figure formée sur Vhypothénuse vaudra la somme des 

■ flores semblables formées sur les deux autres côtés. 

Cela se démontre absolument de même que pour les carrés, en par- 
lini de ce principe (161 ), que les surfaces des figures semblables sont 
entre elles comme les carrés de leurs côtés homologues. 

Donc aussi la surface d'une figure quelconque, formée sur un des 
côtés de l'angle droit , est égale à la différence des deux figures sem- 
blables, formées sur Tbypotbénuse et sur l'autre côté de l'angle droit. 

168. Dans la démonstration du n° i64j on a vu que 
h similitude des triangles ABC, ADB, CDB, donne 
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ABC:Xc':: ADB: ab'::bdc:bc) ou bien abc:, 

ADB : BDC :: AC*:AB:"BC*; mais les triangles ABC, ^ 
ADB, BDC étant tous trois de même hauteur, sont entre 
eux comme leurs bases (i58); donc ABC : AD^; BDC ll^ 

• AC : AD : D c ; dpnc aussi 1lc':âb':"bc': : Ac : ad : dc; 

donc le carré fait sur Vhjpothénuse esta chacun des carrit-, 
faits sur les deux auttes. cotés , comme Vhypothénuse 6stk 
chacun des segments correspondants à ces côtés. 

I09- De la on peut conclure le moyen de faire par lignes j 
ce que nous avons enseigne à faire par nombres (i63), c'est* ^ 
a^dire , de construire une figure x semblable k une figure 
proposée X (fig. loo et loi ), et dont la surface soit à celle j 
de celle-ci dans un rapport donné. 

^On tirera (fig. io4) une ligne indéfinie DE, sur laque! 
on prendra les deux parties DP et PE,.telles que DP soitM 
PE comme la surface de la figure donnée X (fig. loo) dwl* 
être a celle de la figure cherchée x (fig. loi ), c'est-à-dire, 
• I 3 ! 2, si Ton veut que x soit les deux tiers de X. Sur Di 
. (fig. io4)> comme diamètre," on décrira le demi-cercle DBEtj 
et ayant élevé au point P la perpendiculaire PB,#on mènera 
du point B , où elle rencontre la circonférence , aux deiix 
extrémités D et E, les cordes DB, BE. Sur DB on prendra- 
B A égal k un côté A B de la figure X, et, ayant mené A< 
parallèle k DE, on aura BC pour le côté homologue de 
figure cherchée x, qu'on construira ensuite comine il a éUj 
dit (i33). En voici la raison : La surface de la figure X\ioi|j 
être k celle de la figure a:, comme le carré du côté A B estait 

carré du côté cherché ab, c'est-k-dire, I ; AB ; ai; or, 
veut que ces deux surfaces soient aussi l'une k l'autre T ! 3 T aj 

il faut donc que Kb^'ÔÏ: : 3 ; 2. Or (fig. io4), AB : BÉ'^ 

BD : BE , et par conséquent ( Arith. 191 ) AB":"BC : ;1F 

; BE ; mais comme le triangle DBE est rectangle, on a (i&t 

bd': W: : dp : pe, c'est-k-dire, :: 3:25 donc ab';"5î 



i 



DE GEOMETRIE. 95 

;: 3 : a; donc aussi AB": BC'; :AB* :"aA'; donc ab doit 
être égal à BC. 

1^0. U suit encore de ce qu'on vient de dire (168), que 
les carrés des cordes AC, AD, etc. menées par l'extrémité 
d^unr diamètre A B ( fig. io5 ) , sont entre eux comme les par^ 
ties AP, AO que coupent, sur ce diamètre, les perpendi- 
culaires abaissées des extrémités de ces cordes. 

Car y en. tirant les cordes BG et BD^ on aura (168) dans 
le triangle rectangle ACB, 



AB: AC::AB: AP; 
Cl dans le triangle rectangle A D B , . 



AD: AB:: ao: aB; 



donc (100) AD: AC:: AO: AP. 

Des Plans. 

171. Âpres avoir établi la mesure et les rapports des su^- 
[ Èices planes, il né nous reste plus, pour pouvoir passer aux 
] solides, qu'à considérer les propriétés des lignes droites 
•• dans leurs différentes' positions à l'égard des plans, et celles 
. des plans dans leurs différentes positions les uns à l'égard 
' des autres -, c'est ce dont nous allons nous occuper actuel- 
, Ument. 

) Nous ne supposons aux plans dont il va être question 
[ tucftne grandeur, ni aucune figure déterminée; nous les 
I lapposons étendus indéfiniment dans tous les sens; ce n'est 
' que pour aider l'imagination que nous leur donnons les 
figures par lesquelles nous les représentons ici. 

172. Une ligne droite ne peut être en partie dans un plan , 
\€t en partie élevée ou abaissée à son égard. 

Car le plan (5) est une surface a laquelle une ligne droite 
l'applique exactement. 

173. Il en est de même d'un plan à V égard d'un autre 
if^n. 



■;-^i 



g6 ' CLEMENTS 

I 

Car une ligne droite qu'on tireroit dans la partie plai 
commune a ces deux plans, pouvant être prolongée indéfi«>^ 
niment dans Tun et dans Tautre y se trouveroit en partie 
dans Fun de ces plans, et en partie élevée ou abaissée à aoà 
égard ; ce quf ne peut êti'e (172). 

174* Deux lignes AB, CD (fig. 106), qui se coupenifi 
sont dans un même plan. 

Car il est évident qu'on peut faire passer un plan par YnÈè] 
AB de ces lignée , et par un point pris arbitrairement dam 
la seconde; et comme le point d'intersection E^ en tant] 
qu'appartenant k AB, est dans ce même plan, la ligne Ci 
a donc deux points dans ce plan : elle y est donc tout entû 

175. La rencontre ou l'intersection de deux plans ne ^ 
être qu'une ligne droite. 

Il est évident qu'elle doit être une ligne, puisqu'aui 
dés deux plans n'a d'épaisseur : de plus, elle doit être 
ligne droite ; car \ine ligne droite qu'on tireroit par deéi 
points de celte intersection , est nécessairement tout eir 
tiere dans chacun des deux plans : elle est donc Tinten 
tîon même. 

1 7^- On peut donc faire passer par une même ligt 
droite une infinité de plans différents, 

177» Nous disons qu'une ligne est perpendiculaire huM\ 
plan y quand elle ne penche d'aucun côté de ce plan. 

178. Une perpendiculaire K'R à un plan GE (fig. iojII 
est donc perpendiculaire à toutes les lignes BC, BG, BCJ 
etc, qui! on peut mener par son pi^ed dans ce plan ; car, s'il 
en avoit une h laquelle eUe ne fût pas perpendiculaire, dït^ 
inclîneroit vers cette ligne, et par conséquent vers le plan. .'■■ 

179* -^^ ligne AB (fig. 108) étant perpendiculaire 
plan GE y si par son pied B on tire une ligne BC dafis 
' plan GE, et qu'on conçoive que le plan ABC tourne aii 
rfe AB , je dis que^ dans ce moui^ement, la ligne B C ne sof^ 
tira point du plan GE. 

Imaginons le plan ABC arrivé dans une position q^d* 
conque ABD3 $i la ligne BC^ qui alors est en BD; n'él 
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Dùint dans le plan GE, le plan AfiD rencontreroit donc le 
[)lan GE dans nne ligne droite BF, a laquelle AB seroit 
perpendiculaire (178) ; B F seroit donc aussi perpendiculaire 
sur AB; et comme BD est supposée perpendiculaire sur AB 
lu même point B, il s'ensuivroit donc qu'au même point B, 
ît dans un même plan ABD, on pourreit élever deux per- 
pendiculaires k AB,'ce qui (27) est impossible ; donc BF ne 
pcat être différente de BD; donc BC ne peut, dans son 
mouvement autour de AB^ sortir du, plan GE. 

l8o* Donc y pour qu'une ligne droite AB (fig. 108) soit 
perpendiculaire à un plan GE , il suffit qu^elle soit perpen- 
diculaire à deux lignes B C , B D , qui se rencontrent à son 
pied dans ce plan. 

Car, si Ton conçoit que le plan de Tangle droit ABC 
tourne autour de AB, la ligne BG tracera (179) un plan 
auquel AB sera perpendiculaire ; or, je dis que ce plan' ne 
peut être autre que le plan GE des deux lignes BC et BD; 
car l'angle ABD étant droit, ainsi que Fanglc ABC, la ligne 
BC, en tournant autour de AB, aura nécessairement la 
ligne BD pour une de ses positions ; donc BD est dans le 
plan tracé par BC ; donc AB est perpendiculaire au plan CBD. 

loi. Si du point A d'une droite AI oblique h un plan 
GE (fig. 109), on abaisse une perpendiculaire AB sur ce 
plan, et qu^ajant joint les points B et I de la perpendicu- 
laire et de V oblique par une droite BI, o« mené' à cette der- 
nière une perpendiculaire C D dans le f^an G E, 7c dis que 
AI sera aussi perpendiculaire à CD. 

Prenons' à coi:«mencer (!u point I, les parties égales IC, 
JJ). et tirons les lignes BC et BD : ces deux dernirres lignes 
^ODt égales entre elles (ag); donc les deux triangles ABC, 
ABD seront égaux; car, outre l'angle ABC égal à l'angle 
ABD^ comme étant chacun droit, le côté AB est commun, 
etBG est égal a BD, selon ce qu'on vient dn prouver; ils 
OQt don^ un angle égal compris entre côtés égaux cliacuu 
«chacun; ils sont donc égaux; donc AD est égal a AC; 
la ligne AI a donc deux points xl et I également éloigné* 

CÉOltSTIllfi. ^ 
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du point C el do point D \ elle est donc perpendiculaire sur 

CD,(32). 

182. Un plan est dit perpendiculaire à un autre plan, 
quand il ne penche ni d'un c6té ni de Tautre.de ce der- 
nier. 

1 83. Donc j par une même ligne G D ( fig. 1 1 o ) prise dam 
un plan GE, on ne peut conduire plus d^un plan perpendi-' 
culaire h ce plan GE. 

l84* Un plan CK est perpendiculaire à un autre pian 
QlSéy quand il passe par une droite AB perpendiculaire h 
celuù-ci; car il est évident qu'il ne peut incliner d'aucun 
côté du plan G E. 

l85« Si par un point Â pris dans le plan CK perpené^ 
culaire au plan G E , on mené une perpendiculaire A B à /a 
commune section C D , cette ligne sera aussi perpendicuûiin, 
au plan GE. 

Car, si elle ne Tétoit pas, on pourroit, par le pointBji 
où elle tombe, élever une perpendiculaire au plan GE^et 
conduire., par cette perpendiculaire et par la commune sec^ 
tion CD, un plan qui (i84) seroit perpendiculaire au plptt 
G E ; on pourroit donc , par une même ligne CD prise 
le plan GE, mener deux plans perpendiculaires à celoi^â 
ce qui est impossible (i83); donc AB est perpendicaUft; 
au plan GE. 

180. Donc le plan CK étant perpendiculaire au pi 
G E , Za perpendicidaire B A , qu'on élev^era sur le plan 6 
par un point B de la section commune , sera nécessairemei 
dans le plan C K. 

De cette proposition, il suit que deux perpendicu 
B A , L M à un même plan G E , sont parallèles. 

Car, si Ton joint leurs pieds B et Lpar une ligne BL, 
que par cette ligne et par AB on conduise un plan CK, 
plan sera perpendiculaire au plan GE (i84); et puisque L 
est alors une perpendiculaire au plan GE, men^e par 
point L du plan CK, elle sera donc dans le plan CK (i 
or; puisque les deux lignes A B, LM sont toutes devu^dil) 
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nxi même plan y et perpendiculaires à la même ligne B L , elles 
sont parallèles (36 et 87). ' - 

I07« Donc, si deux droites AB, CD (fig. iia) sont pa^ 
ralleles chacune à une troisième HF, elles seront aussi pa-- 
raUeles entre elles; car les lignes AB, HF étant parallèles, 
penvent être toutes deux perpendiculaires à un même plan 
6E ; par la même raison , CD et EF peuvent être perpen- 
diculaires au même plan GE; donc AB et CD étant perpen- 
diculaires à un même plan , seront parallèles. 

loo. «Si deux plans C K, N L (fig. 1 1 1 ) sont perpendicu^ 
laires à un troisième G E y leur commune section AB sera 
aussi perpendiculaire au plan GE. 

Car la perpendiculaire qu'on éleveroit par le point B sur 
le plan GE, doit être dans chacun de ces deux plans (186); 
elle ne peut donc être autre que Tintersection commune. 

loQ* On appelle angle-plan l'ouverture de deux plans 
6F, GE (fig. ii3) qui se rencontrent ; cet aiigle s'appellts 
Aussi Yinclinaison de l'un de ces plans a l'égard de Tautre. 

L'angle*plan formé par les deux plans G F, GE, n'est 
autre chose que la quantité dont le plan G F auroit dû tour- 
ner autour dé A G pour venir dans sa situation actuelle, s'il 
avoit été d'abord couché sur le plan GE. 

IQO» De Ik il est aisé de voir que si par un point B pris 
dans la commune section A G, on mené dans le plan GE la 
perpendiculaire BD à AG, et dans le plan G F la perpendi- 
culaire BC a la même ligne A G, l'angle formé par les deux 
plans est la même chose que l'angle formé par les deux lignes 
BD et BC; car il est facile de voir que, pendant le mouve- 
ment du plan G F, la ligne BC s'écarte de la ligne BD sur 
laquelle elle étoit couehée au commencement du mouve- 
ment, s'écarte, dis- je, de BD, précisément selon la même 
loi, selon laquelle le plan G F s'écarte du plan GE. 

IQl, Donc un angle-plan a même mesure que l'angle rec- 
tiUgne compris entre deux lignes tirées , dans chacun des 
deux plans qui le forment, perpendiculairement à la corn-- 
mune section , et d'un même point de cette ligne. 
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De la il est si aisé de' conclure les propositions suivantes, 
que nous nous contenterons de les énoncer. 

192. J/n plan gui tombe sur un autre plan forme deux 
angles, qui, pris ensemble, valent 180**. 

IqS. Les angles formés par tant de plans qu'on ^voudra, 
qui passent tous par une même droite, valent 'i6o^. 

1C)4* Deux plans qui se coupent font les angles opposéi 
au sommet égaux, 

igS. On appelle plans parallèles ceux qui ne penvent 
jamais se rencontrer, k quelque distance qu'on les imagine 
prolongés. 

196. Les: plans parallèles sont donc par-tout également 
éloignés. , . 

197- Si deux plans parallèles sont coupés par un troi-, 
siemeplan (fig. 114)7 ^^^ intersections AB, CD seront deùt 
droites parallèles; car, comme elles sont dans un même 
plan ABCD, elles ne pourroient manquer de se rencontrci*, 
si elles n'étoicnt pas parallèles , et alors il «est évident que lé» ■ 
plans se rencontreroieut aussi. 

198. Deux plans parallèles , coupés par un troisième', 
ont les 77iémes propriétés dans les angles qu ils forment at^ee 
ce troisième , que deux lignes droites parallèles , à l'égard 
d'une troisième droite qui les coupe. C'est une suite de ce 
qui a ctc dit (191). 

Propriétés des Lignes droites coupées par des Plàm 

parallèles. , 

I99* Si d'un point I pris hors d'un plan GE (fig. 1 15), i 
on tire à différents points K, L, M de ce' plan , des droites . 
IK , I L, I M , et qu'on coupe ces droites par un plan ge par 
rallele au plan GE, je dis, 1^ que ces droites seront covb- \ 
pées proportionnellement ; 2^ que la figure klm sera sem-^ \ 
blable à la figure KLM. 

Ne supposons d'abord que trois points K, L, M. Puisque 
les droites kl^lm^mk $om le§ imerseçiiom? des plaus TKsL» 
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ILM, IKM avec le plap ge, elles sont parallèles aux droites 
KL, LM, MK, intersections des mêmes plans aveq le plan 
GE (197); donc les triangles IKL, ILM, IMK sont sem- 
blables aax triangles I^/, I /w,I m â: chacun a chacun 5 donc 

iE::i*::KL:A/;:iL:i/::LM:/m::iM:im::M;K:m)t; 

or, 1** si de cette suite de rapports égaux on tire seulement 
ceux qui renferment les droites qui partent du point I, on 
aura IKiIAtiIL: \l\: IM:Im; donc les droites IK, 
IL, IM sont coupées proportionnellé|j|tent. 

2*^ Si de la même première suite de rapports égaux on tire 
ceux qui renferment les lignes comprises dans les deux plans 
parallèles, on aura KL : klH LM llinll KM : Â^m;donc 
les deux triangles KLM, klm sont semblables, puisquMIs 
ont les côtés proportionnels. 

Supposons maintenant tel nombre de points A , B, C, D, 
F, etc. qu*^on voudra , on démontrera précisément de la 
même manière, qup les droites I A , IB, IG, etc. sont cou- 
pées proportionnellement ; et si Ton imagine des diagonales 
AC, AD, etc., ac, ad, etc., menées des deux angles cor- 
A'espondants A et a , on démontrera aussi de la même ma- 
nière, que les triangles ABG, A CD, etc. sont semblables 
anx triangles a.bc, acd, etc. chacun à chacun ; donc les 
deux polygones ABCDF, abcdf, étant composés d'un 
; même nombre de triangles semblables chacun k chacun, et 
' semblablement disposés, sont semblables (i 33). 

200. Puisque les deux figures KLM, k Ini sont sembla- 
bles, concluons-en que l'angle KLM est égal à l'angle klm; 
et par conséquent , si deux droites KL, LM, qui compren- 
ant un angle KLM, sont parallèles à deux droites kl, Im, 
(jui comprennent un angle lilm y T angle KLM sei^a égal à 

\ f angle klm, lors même que ces deux angles ne seront pas 
dans un même plan : nous avons donné cette même pro- 
position (43) ; mais nous supposions que les deux angles 
étoient dans un même plan. 

201. Il suit encore de ce que les deux figures ABCDP- 
et abcdf sont semblables, et de ce que les deux figures 
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KLM, klm sont semblables; il suit, dîs-je, que les surfaces 
des deux sections a b c d f , k 1 m sont entre elles comme celles 
dei deux figures A B C D F, K L M. 

Car ABCDF : aJcrf/:: AB^rôTCiei). 

Maïs les triangles semblables lAB, \ab donnent AB l 
ah:ilk:la. ^^ 

Et par conséquent (Arith. 191), AB ; ai :; 1 A ; Irt, 

OU (199) ;r IM l l'^ÉK^u (à cause des triangles semblables 

IML, Im/) \l LM l Im, et par conséquent (161) Il KLM 
: A://».; donc ABCDF : ahcdf \\ KLM : klm, ou 
(Ariih. 182) ABCDF : KLM :: ahcdf*. klm. 

202. Cette démonstration fait voir en même temps que 
les surfaces ABCDF, abcdf sont entre elles comme les 
carrés des deux droites I A et la tirées du point I k deux ,j 
points correspondants de ces deux figures , et par consé^ 1 
qnent (199) comme les carrés des hauteurs ou perpendictt;? ; 
laires I,P, Ip menées du point I sur les pians GE et ge. 

Concluons donc, i*' que si les deux surfaces ABCDF^ 
KLM étoient égales, les deux surfaces abcdf klm se* 
roient aussi- égales ; 

2** Que tout ce que nous venons de dire auroit encbra 
lîeu^ si le point I, au lieu d'être commun aux droites lA, \ 
IB, IC, etc., et aux droites IM, IL, etc., étoit différent 
pour chaque figure , pourvu qu'il fût k même hauteur au- [ 
dessus du plan ge, 

m ■ ' ■ ■ ■! ■ ■■■! ■ J 
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I SECTION III. V' 
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Des Solides. :] 

2o3. JNous avons nommé solide, ou volume, ou corps {i\i 
tout ce qui a les trois dimensions , longueur, largeur, et i 
profondeur. 
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I 

Nons allons nous occuper de la mesure et des rapports 
des solides. 

Nous considérerons les solides terminés par des surfaces 
planes ; et de ceux qui sont renfermes par des surfaces 
courbes^ nous ne considérerons que le cylindre, le cône et 
la sphère. 

Les solides terminés par des surfaces planes se distinguent 
en général par le nombre et là figure des plans qui les ren-- 
ferment; ces plans doivent être au moins au nombre de 
quatre. 

2o4* Un solide, dont deux faces opposées sont deux 
plans égaux et parallèles, et dont toutes les autres faces sont 
de) parallélogrammes , s'appelle en général un prisme. 
{Voyez figures ii6, 117, 118, 119.) 

On peut donc regarder le prisme comme .engendré par le 
mouvement d'un plan BDF qui glisseroit parallèlement a 
lui-même le long d'une ligne droite ÂB (fig, 1 16). 

Les deux plans parallèles se nomment les basçs du prisme, 
et la perpendiculaire LM, menée d'un point de l'une des 
bases sur l'autre base, se nomme la hauteur. 

De ridée que nous venons de donner du prisme , il suit 
qu'il quelque endroit qu'on coupe un prisme par un plan 
parallèle à sa base, la section sera toujours un plan parfai- 
tement égal à la base. 

Les lignes telles que B A , qui sont les rencontres de deux 
parallélogrammes consécutifs, sont nommées les arêtes du 
prisme. • 

I^e prisme est droit y lorsque ses arêtes sont perpendicu- 
laires k la base ; alors elles sont toutes égales a la hauteur. 
{Voyez figures 117 et 119.) 

Au contraire, le prisme est oblique y lorsque ses arêtes 
inclinent sur la base. 

Les prismes se distinguent par le nombre des côtes de leur 
iMse ; si la base est un triangle, le prisme est dit prisme trian- 
gidaire (fig. 1 16 ) ; si la base est un quadrilatère , on l'appelle 
prisme quadr angulaire (fig. 117), et ainsi de suite. 
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Le secteur sphérique est le solide qu'engcndr eroit le sec- 
teur circulaire BC A. tournant autour du rayon AG. La sur- 
face que dëcriroit Tare AB dans ce mouvement, s*appellQ 
calotte sphérique. 

Le segment sphérique est le solide qu'engendreroit le 
demi-3egment circulatre AFB tournant autour de la parti» 
A F du rayon. ' 

Des Solides semblables. 

HO^. Les solides semblables sont ceux qui sont composés 
d*un même nombre de faces semblables chacune à chacune, 
€t semblablement disposées dans les deux solides. 

210. Les arêtes homologues et les sommets des angles t .. 
solides homologues sont donc des lignes et des points sem^\ 
blablement placés dans les deux solides ; car les arêtes ho* 
mologues et les sommets des angles solides homologues sont 
des lignes et des points semblablement placés à Tégard des 
faces auxquelles ils appartiennent ^ puisque ces faces sont 
supposées semblables : or, ces, faces sont semblablement dis^ i 
posées dans les deux solides ; donc, etc. ^ 

' 21 !• Dçnc les triangles qui joignent un angle solide^ 
les extrémités d'une arête homologue dans chaque solide, 
sont des figures semblables , et semblablement disposées 
dans les deux solides: car les extrémités des arêtes homo- 
logues sont elles-mêmes les sommets d*angles solides homo- 
logues, qui sont (210) semblablement placés a Tégard de» | 
solides. j 

mi» Les diagonales qui joignent deux angles solides ■ 
homologues , sont donc entre elles comme les arêtes homO' 
logues de ces solides ^ car elles sont les c&lés des triangles - 
semblables dont on vient de parler, et qui ont pour uni de 1 
leurs côtés des arêtes homologues. 

Donc deux solides semblables peqvent être partagés ea { 
*nn même nombre de pyramides semblables chacune a cha- • 
cune, par des plans conduits par deux angles homologues. 
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tt par deux arêtes homologues. Car les faces de ces pyra- 
nides seront composées de triangles semblables y et sembla- 
blement disposés dans les deux solides (211); et les bases de 
ces mêmes pyramides seront aussi semblables , puisqu'elles 
sont des faces homologues des deux solides ; donc (^09) ces 
pyramides seront semblables. 

3 13« «Si de deux angles homologues on abaisse des per^ 
pendiculaires sur deux /aces homologues, ces perpendicu- 
laires seront entre elles dans le rapport de deux arêtes 
homologues quelconques. 

Car les deux angles homologues étant semblablement dis- 
posés a l'égard de deux faces homologues (210)^ doivent né- 
cessairement être k des distances de ces faces , qui soient 
entre elles dans le rapport des dimensions homologues des 
àevLx solides* 

De la Mesure des Surfaces des Solides. 

12 14* Les surfaces des prismes et des pyramides étant 
composées de parallélogrammes, de triangles et de polygones 
rectib'gnes, nous pourrions nous dispenser de rien dire ici 
•DP la manfere dont on doit s'y prendre pour les mesurer, 
puisque nous avons donné ( 1 45, 1 47 et 149) les moyens de 
mesurer les parties dont elles sont composées. Mais on peut 
tirer de ce que nous avons dit a ce sujet quelques consé- 
qaences, qui non Seulement serviront à simplifier les opé- 
ndons qu'exigent ces mesures, mais nous seront encore 
miles pour évaluer les surfaces des cylindres, des cônes, et 
même de la sphère. 

il 5. La surface d'un prisme quelconque {en ny com,- 
frenant point les deux bases ) est égale au produit de Vune 
des arêtes de ce prisme y par le contour d'une section bd f h k 

" (fig. n8) , faite par un plan auquel cette arête seroit per-^ 

pendiculaire. 
Car, puisque l'arête A B est supposée perpendiculaire au 

fbn bdfhk, les autres arêtes, qui sont toutes parallèles k 
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celle-là, seront aussi perpendiculaires au plan bdfhk; donc, 
réciproquement 5 les droites bd^ dfyfh^ hk ^ etc. seront 
perpendiculaires chacune surTarète qu'elle cpiipe; encoii- 
sidérant donc les arêtes comme les bases des parallélo- 
grammes qui enveloppent le prisme, les lignes bd, df, 
fhy etc. en seront les hauteurs. Il faudra donc, pour avoir 
la surface du prisme, multiplier Tarête AB par la perpen- 
diculaire bd; Tarête CD, par la perpendiculaire df^ et 
ainsi de suite , et ajouter tous ces produits; mais, comme, - 
toutes les arêtes sont égales^ il est évident qu'il -revient aa 
même d*en multiplier une seule AB par la somme de toutes 
les hauteurs, c'est-à-dire, par le contour bdfhk. ; 

2IO. Quand le prisme est droit, la section bdfhk ut] 
diffère pas de la base BDFHK, et l'arête AB est alors h 
hauteur du prisme ; donc la surface d*un ^prisme droit (e« 
jiy comprenant point les deux bases) est égale au proéût 
du contour de la base, multiplié par la hauteur, 

2,1'J. Nous avons vu ci-dessus (i36) qu'on pouvoit consi- 
dérer le cercle comme un polygone régulier d'une infinité 
de côtés ; donc le cylindre peut être considéré comme un 
prisme dont le nombre des parallélogrammes qui composent 
la surface seroit infini ; donc, 

La surface d'un cjlindre droit est égale au produif de Jf] 
hauteur de ce cylindre ^ par la circonférence de sa &Afe..i 
Nous .avons vu (iBa) comment on doit s'y prendre poujt. 
avoir cette circonférence. . * •: 

.'• . 
On peut dire aussi que la surface d'un cylindre droit est double de ^^ 

celle d'un cercle dont le rayon seroit moyen proportionkel entre h^ 

//auteur de ce cylindre et Iç rayon de sa hase. 

Car, si Ton représente par H la hauteur, par r le rayon de la^basej'l 

et par R le rayon moyen proportionnel , et qu'en même temps orfj 

représente par cir, r et cir, R les circonférences qui ont pou^ ra] 

r et R , on aura , par la supposition , r : R : : R : H ; et puisque If 

circonférences sont proportionnelles (i36) aux rayons, on a cùr.r 

cir. R :; R : H. Or, le produit des extrêmes de cette proportion est L, 
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sui'facedu cylindre, et le produit des moyens est le double de la sur^ 
face du cercle qui a pour rayon R ; donc ( Arith. 178), etc. 

DorénaTanX, pour marquer la surface d*un cercle qui a pour rayon 
une ligne quelconque R, nous emploierons aussi cette expression 
abrégée cen R. 

A l'égard du cylindre oblique, il faut multiplier sa lon- 
gueur A B parla circonférence delà section bgdh (fi^. ^^i)t 
cette section étant faite comme il a été dit (2i5). La méthode» 
pour déterminer la longueur de cette section dépend d» 
Gonnoissances plus étendues que cellefs que nous avons 4on- 
néeJs jnsqu^ici; dans la pratique , il faut se contenter de la 
mesurer mécaniquement, en enveloppant le cylindre avec 
un fil (ou autre chose équivalente ), qu'on aura soin d'assu- 
jétir dans un plan auquel la longueur A B de ce cjlindresoit 
perpendiculaire. 

210. Pour la pyramide^ si elle n'est pas régulière, il fau- 
dra chercher séparément la surface de chacun des triangles 
qui la con^posent, et ajouter ces surfaces. 

Mais si elle est régulière, on peut avoir sa surface plus 
brièvement, en multipliant le contour de sa hase par la 
moitié de l'apothème A G (fig. 1^4)9 ^^^^ ^^^^ ^^^ triangles 
étant de méme^hauteur, il suffit de multiplier la moitié delà 
liauteur commune par la somme de toutes les bases. 

2 19* En considérant encore la circonférence d'un cercle 
. <îomme un polygone régulier d'une infinité de côtés, on 
Toit que le cône n'est au fond qu'une pyramide régulière,, 
dont la surface (non comprise celle de la base} est composée 
d'ane infinité de triangles, et que par conséquent la surface 
convexe d'un cône droit est égale au produit de la circon^ 
Jérence de sa base , par la moitié du côté A B de ce cône 

(fig. 125). 

ui l'égard' de la surface du cône oblique , elle dépend 
^ d'une géométrie plus composée; ainsi nous n'en parlerons 
îpoint ici. Au reste, la manière dont nous venons de consi- 
dérer le cône donne le moyen de le mesurer à-peu-près 
lorsqu'il est oblique. Il faut partager la circonférence de la 



iio ELEMENTS 

base en un assez grand nombre 'd*ar es, ponr qae chacun 
puisse être considéré , sans erreur sensible , comme une figue 
droite ; et alors on calculera la «Surface comme pour une py» 
ramide qui auroit autant de triangles qu^on a d*àrcs. 

220. Pour ai^oir la surface d'un tronc de cône droit y dont 
îes bases opposées'mOYi^hA^h.^ûf^. 127) sont parallèles , 
il faut multiplier le côté B b Je ce tronc par la moitié de la 
somme des circonférences des deux bases opposées. 

En effet } on peut concevoir cette surface commeFasseni* 
blage d'une infinité de trapèzes tels que EF/e, dont les cfttéi i 
Ee, Ey* tendent au sommet A ; or, la surface de chacun dé ' 
ces trapèzes est égale à la moitié de la somme des deux baseï ^ 
opposées EF, ef^ multipliée par la distance 'de ces deni ' 
bases (i4S) •' mais cette distance ne diffère pas des côtés £e, \ 
Ffon Bb; donc y pour avoir la somme de tous ces trapeiMi i 
il faut multiplier la moitié de la somhie de toutes les Jbasci \ 
opposées y telles que EF, ef, c'est-a-dire , la moitié âûk] 
somme des deux circonférences par la ligne Bb, hautear * 
commune de tous ces trapèzes. * 

221. Si par le milieu M du côté Bb on conduit un plia 
parallèle a la base, la section (199) sera un cercle dont la 
circonférence sera la moitié de la somme des circonférences 
des deux bases opposées, puisque son diamètre MJNT (i48) ' 
est la moitié de la somme de ces deux bases, et que (| 36) les < 
circonférences sont entre elles comme leurs diamètres; donc ' 
la surface d'un cône tronqué y à bases parallèles , estégah 
au produit du côté du tronc par la circonférence de la wo'^ 
tion faite à distances égales des deux bases opposées. Cette ■ 
proposition va nous servir pour la démoustration de la sui- 
vante, i 

222. La surface d'une sphère est égale au produit delfL^ 
circonférence d'un de ses grands cercles, multipliée par le'. 
diamètre. à 

Concevez la demi-circonférence AKD (fig. 129) divisée: 
en une infinité d'arcs; chacun de ces arcs, tel que KL étantJ 
iDÛniment petit , se confondra avec sa corde. 
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Menons par les extrémitës de KL les perpendiculaires 
KE, LF an diamètre AD ; et par le milieu I de KL ou de 
6a corde, menons IH parallèle à KE, et le rayon IC; ce 
ra jon sera perpendiculaire sur KL (Ss)^ tirons enfin KM 
perpendiculaire sur IH ou sur LF. Si Ton conçoit que la 
demî^circonférence ÂKD tourne autour de AD^ elle engeh*' 
drera la surface de la sphère, et chacun de ses arcs KL en- 
gendrera la surface d'un cône tronqué, qui sera un élément 
de celle de la sphère. Nous allons voir que la surface de ce 
cône tronqué est égale au produit de KM ou EF, multiplié 
parla circonférence qui a pour rayon IC ou A G. 

Le triangle K ML est semblable au triangle IHC, puisque 
ces deux triangles ont les côtés perpendiculaires Tun à Tau- 
Ire , d'après ce qu'on vient de prescrire. Ces triangles sem- 
blables donneront donc (112) .cette proportion, KL ; KM 
;; IC : IH; ou (puisque (i36) les circonférences sont entre 
elles comme leurs rayons) KL î KM ; l cir. IC ; cir. IH (i); 
donc, puisque (Arith. 1*^8) dans toute proportion le produit 
des extrêmes est égal au produit des moyens, KL x cir, IH 
est égal à KM X cir. IC, ou, ce qui revient au même, est 
égal à EF X cir. AC, Or (221), le premier de ces produits 
exprime la surface du cône tronqué engendré par KL ; donc 
ce cône tronqué est égal à EF X cir. AC, c'est-a-dire , au 
produit de sa hauteur EF par la circonférence d'un grand 
cercle de la sphère. Et comme , en prenant tout autre arc 
que KL, on démon treroit la même chose et de la même 
manière , on doit conclure que la somme des petits cônes 
tronqués qui composent la surface de la sphère , est égale k 
la circonférence d'un des grands cercles, multipliée par la 
somme des hauteurs de ces cônes tronqués, laquelle somme 
compose évidemment le diamètre. Donc la surface de la 
sphère est égale à la circonférence d'un de ses grands cer- 
cles, multipliée par le diamètre. 

» ■ I I ■ ■ I ■ ' ■ ■ ■ I I I ip I I II 

fl 

(t) Par ces expressions cir, IG, cir. IH, nous entendons la circonférence 
^Qi • pour rayon I G , la circonférence qui a pour rayon IH. 
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2^3^ S5 Ton conçoit un cylindre (fig. i3o) qui entourc/U 
isphere en la loucliani, et qui ait pour hauteur le dianaetre 
de celte sphère , c'est-à-dire , si l'on conçoit un cylindre cir^ 
conscrit à la sphère, on pourra conclure que la., surface de 
la sphère est égale à la surface conv^exe du cylindre cir- 
conscrit; car (217) la surface de ce cylindre est. égale au. 
produit de la circonfëren€e de la base , multipliée par la 
hauteur : or, la circonférence de la hase est celle d'un grand ' 
cercle de la sphère, et la hauteur est égale au diamètre i' 
donc, etc. ' / ; 

224» Puisque (i5i) pour avoir la surfaqe d'un cercle, il 
faut multiplier la circonférence par la moitié du rayon ou a 
le quart du diamètre, et que pour avoir celle de la sphere^-v 
il faut multiplier la circonférence par le diamètre, on doîj . 
donc dire que la surface de la sphère est quadruple de celle ;.i 
d'un de ses grands cercles. 

225. La démonstration que nous venons de donner de,:' 
la mesure de la surface de la sphère, prouve égaljement qo» ■, 
pour avoir la surface convexe du segment sphérique qu'en*, 
gendreroit Tare AL (fig. i3i) tournant autour du diamètre 
AD, il faut multiplier la circonférence d'un grand cercle * 
delà sphère par la hauteur AI de ce segment, et que pour f 
avoir celle d'une portion de sphère comprise entre deux 
plans parallèles, tels que LKM, NRP, il faut pareillement j 
multiplier la circonférence d'un grand cercle de la sphère 
par la hauteur lO de cette portion de sphère; car on peut 
considérer ces surfaces, ainsi qu'on l'a fait pour la sphère -; 
entière , comme composées d'une iiafinité de cônes tronquéSj^ : 
dont chacun est égal au produit de sa hauteur par la cir* 
Conférence d'un grand cercle de la sphère. 

i 

Des Rapports des Surfaces des Solides. j 

!Ï20. Si deux solides dont on a dessein de comparer les . 
^rfaccs sont terminés par des plans dissémhlables et irré- ^ 
guliers, le seul parti qu'il y ait à prendre pour trouver \^ -, 



- 



\ 
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rapport de leurs surfaces, est de calculer séparément la sur- 
Face de chacun en mesures de même espèce , et de comparer 
le nombre des mesures de Tune au nombre des mesures de 
rautre, c'est-à-dire , par exemple , le nombre des pieds car- 
rés de Tune au iiombre des pieds carrés de l'autre. 

m 

22'J* Les surfaces des prismes ,^ en ny comprenant point 
ks bases opposées , sont entre elles comme les produits de la 
longueur de ces prismes ^ par le contour de la section faite 
perpendiculairement à cette longueur. 
Car ces surfaces sont égales a ces produits (21 5). 
220* Donc ; si les longueurs sont égales y les surfaces des 
prismes seront entre elles comme le contour de la section 
faite perpendiculairement à la longueur de chacun, 

Cat le rapport des produits de la longueur^ ar le contour 
de cette section ne changera point, si Ton omet, dans cha- 
cun de ces produits, la longueur qui en est facteur com- 
mun. 

QtlQ. Donc les surfaces des prismes droits ou des cjlin-' 
dres droits de même hauteur, sont entre elles comme les 
contours des bases, quelque figure qu'aient d'ailleurs ces 
. hases, 

Etsî, au contraire , les contours des bases sont les mêmes, 
et les hauteurs différentes, ces surfaces seront comme les 
hauteurs, 

23o» Les surfaces des cônes droits sont entre elles comme 
ks produits des côtés de ces cônes , par les circonférences 
des bases, ou par les rayons, ou par les diamètres de ces 
hases. 

Car ces surfaces étant égales chacune au produit de la 
circonférence de la base par la moitié du côté du cône (2 19) , 
doivent être entre elles comme ces produits, et par consé- 
quent comme le double de ces produits. D'ailleurs, comme 
les circonférences ont entre elles le même rapport que leurs 
njons ou leuçs diamètres, on peut (99) substituer dans ces 
produits le rapport des rayons, ou celui des diamètres à celui 
des circonférences. 

GEOMETRIE. H 
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23 1 . Les surfaces des solides semblables sont entre elles 
comme les carrés de leurs lignes Homologues. 

Car elles sont composées de plans semblables^ dont les 
surfaces sont entre elles comme les carrés de leurs côtés ou 
de leurs lignes homologues ^ lesquelles lignes sont lignes 
bon^ologues des solides ^ et proportionnelles a toutes les 
autres lignes homologues. 

232. Les surfaces de deux sphères sont entre elles comme 
les carrés de leurs rayons ou de leurs diamètres. 

Car la surface d'une sphère étant quadruple de celle de. 
ton grand cercle , les surfaces de deux sphères doivent, être 
entre elles comme le quadruple de leurs grands cercles, oui. 
simplement comme leurs grands cercles; c'est-k-dire (i&)r 
comme les carvés des rayons ou des diamètres. 

De la Solidité des Prismes. 

.■ I 

233. Pour fixer les idées sur ce qu'on doit entendre pw 
la solidité d'un corps ^ il faut se représenter^ par la pensée, 
une portion d'étendue de telle forme qu'on voudra, de 1* 
forme d^un cube, par exemple, mais qui ait infiniment peui^' 
de longueur, de largeur et de profondeur, et concevoir qu%. 
la capacité d'un corps est entièrement remplie de pareilft: 
cubes , que nous nommerons points solides. La totalité à/à: 
ces points forme ce que nous entendons par solidité d'ufii 
corps. . >; 

234» Deux prismes ou deux cylindres, ou un prisme efî 
un cylindre de même base et de même hauteur, ou de baseâ 
égales et de hauteurs égales, sont égaux en solidité, quehfUiA 
différentes que soient d'ailleurs les figures des bases. '% 

Car> si l'on imagine ces corps, coupés par des plans pataMj 
leles a leurs bases, en, tranches infiniment minces, et d'aï 
épaisseui^ égalé à celle des points solides dont on peut il 
giner que ces corps sont remplis , il est visible que di 
chacun chaque' section étant égale à la base (204)7 ^^ nomh 
des points solides dont chaque tranche sera composée, 8en| 
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par-tOQt le même, et égal au nombre des points superficiels 
de la base; et comme on suppose même hauteur aux deux 
solides, ils auront cliacun le même nombre de trancliés ; ils 
contiendront donc en totalité le même nombre de points 
solides : donc ils SQut égaux en solidité. 

De la Mesure dé là Solidité des Prismes et des Cylindres. 

235. La considération des points solides dont nous ve- 
nons de faire usage, est principalement utile lorsque, pont 
démontrer Tégalité de deux solides, on est obligé de consi- 
dérer ces solides dans leurs éléments mêines, en les décom- 
posant en tranches infiniment niinces ; nous auronis encore 
t>ccasron de les considérer de cette manière. Mais lorsqu'on 
veut mesurer les capacités ou solidités des corps ^ pouf les 
nsages ordinaires, ce n'est point en cherchant k évaluer le 
nombre de leurs points solides qu'on y parvient ; car on 
tonçoit très bien que dans tel corps que ce soit , il y a une 
infinité de ces sortes de points. • 

Que fait-on donc, à proprement parler, quand on mesure 
la solidité des corps? On cherché à déterminer combien de 
fois le corps dont il s'agit contient un autre corps connu. 
Par exemple^ quand on veut mesurer le parallélipipede rec- 
tangle ABGDEFGH (fig. i%^), ou a pour objet de con- 
nottre combien ce parallélipipede contient de cubes, tels 
que le cube connu-x; c'est ordinairement en mesures cubi- 
^ )ûes qu'on évalue la solidité des corps. 

Pour connôltre la solidité du parallélipipede rectangle 
ABGDEFGH , il fout chercher combien sa base EFGH 
«ontient de parties carrées, telles que-e/g^,- chercher pa- 
reillement combien la hauteur AH contient de fois la hau- 
^tenr ah; et multipliant le nombre des parties carrées de 

IPGH par le nombre des parties de AH, le produit expri- 
ma combien le parallélipipede proposé contient de cubes 
que X y c'est-k-dîre', combien il contient de pieds cubes, 
de pouces cubes, etc. , A le côté a A du cube x est d*un 
ou d'un pouce. 
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En effet, on voit qn*on peut placer sur la surface E F GH 
autant de cubes, tels que ir, qu'U y a de carrés, tels que 
efghy dans la base EFGH. Tous ces cubes formeront un 
parallélipipede dont la hauteur H L sera égale 'k ah : or, il 
est évident qu'on pourra placer dans le solide ABCDEFGH 
autant de paralléb'pipedes, tels que celui-là , que la hauteur 
HL sera contenue de fois dans AH; donc il faut répéter ee 
parallélipipede ou le nombre des cubes répandus sur EFGH, 
notant de fois qu'il y a de parties dans AH ; ou, puisque le 
nombre de ces cubes est le même que le nombre des carrés 
contenus dans la base, il faut multiplier le nombre des car* 
Tés contenus dans la base par le nombre des parties de la 
hauteur, et le produit exprimera le nombre de^ cubes con- 
tenus dans le parallélipipede proposé. 

!236« Puisqu'on a démontré (a34) que les prismes df 
bases égales et de hauteurs égales sont égaux en solidité, Si 
■ait de cette proposition, et de ce que nous venons de dire, 
que pour avoir le nombre d^ mesures cubes que renferme- 
ront le prisme quelconque A CEGIKBDF H (fig. ii8), il -^ 
faut évaluer sa base K.BDFH en mesures carrées, et m J] 
hauteur LM eu parties égales au côté du cube qu'on prend 
pour mesure, et multiplier le nombre des mesures carrée ^. 
qu'on aura trouvées dans Li base , par le nombre des mesures 
linéaires de la hauteur ; ce qu'on exprime ordinairement en"] 
disant : La solidité d'un prisme quelconque est égale aupro* 
duitde la surface de la base, par la hauteur de ce prisme. 

Mais nous devons observer ici la même chose que nous 
avons fait remarquer (i4S) a l'occasion des surfaces : de^ 
même qu'on ne peut pas dire avec exactitude, qu'on mnl-^' 
tiplie une ligne par une ligne, on ne peut pas dire non plaiLJ 
qu'on multiplie une surface par une ligne. C'est , ainsi qu'oi 
vient de le voir, un solide dont le nombre des cubes est I 
même que le nombre des carrés de la base , qu'on répet 
autant de fois que sa hauteur est comprise dans celle du « 
lide total , c'est-à-dire , autant de fois qu'il l'est dans le Bolià 
qu'on veut mesurer. 
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207* Concluons de ce qui prëcede, que pour auoir la 
solidité d'un cylindre droit ou oblique y il faut pareillement 
multiplier la surface de sa hase par la hauteur de ce cylin- 
dre, puisqu'un cylindre est égal à un prisme de même base 
et de même hauteur que lui (234). 

De la Solidité des Pyramides. 

âSo. Rappelons-nous ce qui a été dit (201)^ et en l'ap- 
pfiquant aux pyramides, nous en conclurons que , si l'on 
coupe deux pyramides lABGDF, IKLM (fig. ii5) de 
même hauteur par un même plan ge parallèle au plan de 
leur base (i), les sections abcdf klm seront entre elles 
dans le rapport des bases ABCDF, KLM, et seront par 
conséquent égales , si ces basés sont égales. Si Ton conçoit 
de nouveau ces pyramides coupées par un plan parallèle au 
plan ge, et infiniment près de celui-ci, on voit que les deux 
tranches solides, comprises entre ces deux plans infiniment 
voisins, doivent être aussi entre elles dans le rapport des( 
bases ; car le nombre des points solides nécessaires pour 
ircmplir, ces deux tranches d^égale épaisseur, ne peut dé- 
pendre que de la grandeur des sections corref^pondantes. 
Gela posé, comme les deux pyraihides sont dé même hau- 
teur, on ne peut pas concevoir plus de tranches danis Tune 
que dans l'autre; ainsi, les tranches correspondantes étant 
toujours dans le rapport des bases, les totaUtés de ces tran- 
ches, et par conséquent les solidités des pyramides, seront 
entre elles conimè les bases. Donc les solidités de deux py'^ 
ramides de même hauteur sont entre elles conïme les bases 
de ces pyramides y et par conséquent /e5 pyramides de bases 
égales et de hauteurs égales sont égales en solidité, quelque 
différentes que soient d'ailleurs les figures des bases. 



*- < > 
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- (1) Nous lapposonS) pour plas de simplicité, qu'on ait renda le sommet 
commdn, et qa*oa ait placé les bayes snr tui même plan GB; 
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Mesure de la Solidité des Pyramides. 

23(). Puisque mesurer un corps n'est autre chose que 
chercher combien de fois il contient un autre corps connu, 
ou en général chercher quel est son rapport avec un autre 
corps connu y il né s'agit donc, pour pojaroir mesurer les 
pyramides y que de trouver leur rapport avec les prismes. 
Gejs% c^.que nous allons établir dans la proposition suivante. 

2^Q. Une pyramide quelconque est le tiers d'unfrisme 
de même base et de même hauteur quelle. 
. La démonstration de cette proposition se réduit k faire 
voir qu'une pyramide triangulaire est le tiers d'un prisme 
triangulaire de même base et de. même hauteur qu'elle; car 
on peut, toujours coijicevoir un prisme comme composé 
d'autant de prismes triangulaires ^ et une pyramide comme 
composée d'autant de. pyramides triangulaires qu'on peut 
concevoir de triangles dans le polygone qui sert de base à 
l'un et a l'autre. ( Ployez fig. 1 18.) 

. Or y voici comment on peut se convaincre de la vérité de 
la proposition pour la pyramide triangulaire. Soit ABCDEF 
(fig. i33) un prisme triangulaire : concevez que sur les faces 
AEy CE de çc prisme on ait tiré les deux diagonales BD| 
BF,:Çt .que suivant ces diagonales on ait conduit un plan 
BDF ; ceiplan détachera du prisme une pyi:amide de même 
base et de même hauteur qne ce prismje, puisqu'elle a son 
sommet en B<dans la base supérieure , et qu'elle a pour base 
la base même inférieure DEF du prisme : on voit cette py- 
ramide ii6olée^.dans la figure i34> et la figure 1 35 représente 
ce qui^reste du prisme. 

On peut se représenter ce reste comme renversé ou cou- 
ché sur 1(1 face AD PC 3 et alors on voit que c'est une pyra- v^ 
mide quadrangulairc , qui a pour base le parallélogramme ': 
ADFC,"et pour sommet le point B; donc, si l'on conçoit ^ 
que dans la base ADFC on ait tiré la diagonale CD, on "ij 
pourra se représenter que la pyramide totale ADFCB esl J^ 
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composée de denx pyramides triangulaires ADGB, CFDB, 
qui auront pour bases les deux triangles égaux A,CD, CDF, 
et pour sommet commu n le poi at B , et qui y par conséquent, 
seront égales (238). Or, dé ces deux pyramides y Vmie, savoir 
la pyramide ÂDGB; peut être conçue comme ayant pour 
base le triangle ÂBG, c'est-à-dire, la base supérieure du 
prisme, et pour sommet le point D, qui a appartenu à la 
base inférieure ; cette pyramide est donc égale a la pyramide 
DEFB (fig. i34), puisqu'elle a même base et même bauteur 
que celle-ci; donc les .trois pyramides DEFB, ADCB, 
CEDB-sont égales entre elles ; et puisque réunies elles 
composent le prisme, il faut en conclure que cbacune est 
le tiers du prisme ; ainsi la pyramide DEFB est le tiers du 
prisme ABC DE F de même base et de même bauteur qu'elle. 

24^* Puisqu'un cône peut être considéré comme une 
pyramide dont le contour de la base auroit une infinité de 
côtés , et le cylindre comme un prisme dont le contour de 
la base auroit aussi une infinité de côtés, il faut en conclure 
qu'u/z cône droit ou oblique est le tiers d^un cylindre de 
xnéwne base et de même hauteur. 

a4^* Donc , pour ai^oir la solidité d'une pyramide ou 
d'un cône quelconque , il faut multiplier la surface de la 
hase par le tiers de la hauteur^ 

243* A l'égard du tronc de pyramide ou de cône , lors- 
({ue les deux bases opposées sont parallèles , ce qu'il yak 
faire pour en trouver la solidité, consiste a trouver la bau- 
teur de la pyramide retranchée ; et alors il est aisé de cal- 
culer la solidité de la pyramide entière et de la pyramide 
retrançl;iée , et par conséquent celle du tronc. Par exemple, 
danst la figure ii5, si je veux avoir la solidité du tronc 
KLM, klmy je vois (24^) qu'il faut multiplier la surface 
KLM par le tiers de la bauteur IP ; multiplier pareillement 
la surface klm par le tiers de la bauteur \p , et retrancber 
ce dernier produit dq premier ; mais comme on ne connolt 
ni la bauteur de la pyramide totale, ni celle de la pyramide 
retranchée • voici comment on déterminera l'une et l'autre. 
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On a vu cî-dessus (i99)que les lignes IL, IM , IP, cic. sont 
coupées proportionnellement par le plan ge, et qu'eIlèii'|ont 
à leurs parties 12^ Im> I^, comme LM ; 2m; on aura donc,^ 

LM:/m::iP:ip; 

Donc(Arith. ^4) LM — /m : LM :: IP — 1;> : IP. 

C'est-knlire , LM — /m : LM : : Pp : IP, 

Or, quand on connolt le tronc , on peut aisément mesurer 
les côtés LM, Im et la hauteur P^; on pourra donc, par 
cette proportion , calculer le quatrième terme I P (179)1 oa 
la hauteur de la pyramide totale ; et en retranchant celle du 
tronc, on aura la hauteur de la pyramide retranchée. 

De la Solidité de la Sphère, de ses Secteurs, et des» » 

Segments» 

244* Pour aifoir la solidité d'une sphère y il faut mvlA- ' 
^ plier sa surface par le tiers du rayon. 

Car on peut considérer la surface de la sphère comme 1 
l'assemblage d'une infinité de plans infiniment petits, dimt 
chacun sert de base a une petite pyramide qui a son sonmet 
au centre de la sphère, et qui , par conséquent , a pour hau- 
teur le rayon. Puis donc que chacune de ces petites pyra- 
ipides est égale {t^^t) au produit de ïa base par le tiers. de tt 
hauteur, c'est<à-dire , par le tiers du rayon , elles serOBt 
toutes ensemble égales au produit de la somme de toutes 
leurs bases par le tiers du rayon, c*est-à-Jiré , égales au pro- 
duit de la surface de la sphère par le tiers du rayon. 

245* Puisque la surface de la sphère est (224) quadrupk 
^ de celle d'un de ses grands cercles , on peut donc y pour avoir 
la solidité d*une sphère y multiplier le tiers du rayon /wir 
quatre fois la surface d'un des grands cercles, ou quatrt 
fois le tiers du rayon par la surface d'un des grands cercles^ 
ou enfin les deux tiers du diamètre parAa surface d'un des 
grands cercles, ^ 

2\o» Pour avoir la solidité d'un cylindre , nous avons w 
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cpiMlfalloit multiplier la surface de la base par la hauteur; s'il 
s^agit donc du cylindre circonscrit à la spliere (fig: 1 3o) , on 
peut dire que sa solidité est égale au produit d'un des grands 
cercles de la sphère par le diamètre : or, celle de la sphère 
(24^) ®^^ égale au produit d'un des grands cercles par les 
deux tiers du diamètre ; donc la solidité de la sphère n'est 
que les deux tiers de celle du cylindre circonscrit. 

Si on veut comparer la solidité de la sphère an cuhe de son dia- 
mètre, en représentant par D le diamètre , on aura donc f B x cer. D 

pour cette solidité , ou bien | D X «>. D X J B , ou g D X cîr, D. Et 

le cube du diamètre sera D ; donc la solidité de la sphère est au cube 

de son diamètre , comme ^ D x cir. D : D , ou : : ^ cir. D : D , ou 
: : cir. D : 6 D , c'est-à-dire , comme la circonférence d*un cercle est à 
6 fois son diamètre. Par exemple , en prenant le rapport de 22 : 7 pour 
celui du diamètre à la circonférence, la solidité de la sphère est au 
cube de son diamc^e, comme 22 est à 4^ 9 ou comme 11 est à 21. 

247* I^ calotte sphériqiie AGBHJEA, qui sert de base a 
un secteur sphérique CBGEH A (fig. 128), peut être aussi 
considérée comme l'assemblage d'une infinité de plans infi- 
niment petits; et, par conséquent, le secteur sphérique lui- 
même peut être considéré comme rassemhlage'd'une infinité 
de pyramides qui ont toutes pour hauteur le rayon , et dont 
la totalité des bases forme la surface de ce secteur ; donc le 
secteur sphérique est égal au produit de la surface de la 
calotte parle tiers du rayon. Nous avons vu (aaS) comment 
on trouve la surface de la calotte. 

243. A l'égard du'segment, comme il vaut le secteur 
GBGEHA, moins le cône CBGEH, nyant enseigné (247) 
et (îi4^) la manière de trouver la solidité de ces deux corps, 
il ne nous reste rien à dire sur cet article. 

A regard du segment (fig. 128), comme il vaut le secteur CBGEII^V 
moins le cône CBGEH, il sera toujours facile à calculer-; maïs on 
peut calculer le segment d'une manière pins commode. 

La solidité d'un segment sphérique AB G E H A ( fig. 11%) est égale 
à celle d'un cylindre qui auwit laflecJie A F pour rayon de sa base , 
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et qui aurait pour hauteur le rayon 0» El de la sphère y moins le tiers de 
la flèche A F. 

Concevons la solidité de ce segment comme composée d'une infinité 
de tranches circulaires , parallèles à B G H £ , et d'une épaisseur infi- 
niment petite ; le nombre des points solides de chaque tranche ne dé-, 
pendant alors que de la section circulaire , pourra être représenté par 
cette section même; ainsi la tranche. correspondante à IN, par exem- 
ple, pourra être représentée par cer* IN. 

Menant la corde AN; à cause du triangle rectangle AIN , on ann 
ter. I N égal à cer* AN—- cer» A I ; donc la somme des cer* I N ^ on la 
solidité du segment , sera égale à la somme des cer» AN moins \k 
somme des cer,\k\ correspondants. Voyons donc ce que faut cha- 
cune de ces deux sommes. 

Puisque (170) AN est moyenne proportionnelle entre AI et AD, 
cer, A N est (2 1 7) moitié de la surface d'un cylindre qui auroit AI 
pour rayon de sa base , et AD pour hauteur, ou bien est égale à un 
cylindre qui auroit AI pour rayon.de sa base, et AC pour hauteur. 
Donc la somme des cer, A N sera égale à la somme des, enveloppe! 
cylindriques y qui, ayant AC pour hauteur, auroient successivement 
pour rayons de leurs bases les différentes lignes AI. Donc la somme 
des cer, AN est égale à la solidité d'un cylindre qui auroit AC pour 
hauteur, et A F pour rayon de sa base. 

À l'égard de la somme des cer. AI; si sur AC on conçoit le carré 
A C P Q , et qu'ayant tiré la diagohale A P, on prolonge AI jusqu'en 
R , on aura A I égale à I R ; donc la somme des cer, A I sera égale à 
la sonune des eer, IR , laquelle , prise de A en F, compose le cène qui 
auroit A F pour hauteur, et cer, F S ou cer. A F pour base. Elle est 
donc égale ta ce cône, ou à un cylindre qui auroit aussi cer, A F pour 
base, et | AFpour hauteur. Donc la somme des «er. AN, moins la 
somme des cer. AI, c'est-à-dire , la somme d^ cer. NI , ou la solidité 
du segment est égale au cylindre qai^uroit cer, A F pour base, et AC 
pour hauteur, moins le cylindre qui auroit aussi cer, A F pour base, 
et ^ AF pour hauteur, c'est-à-dire , est égale au cylindre qui auroit 
cer, A F pour base , et C A — f AF pour hauteur. 

Donc, pour avoir la solidité d'un segment sphérique, il faut multi- 
plier le cercle , qui a pour rayon la flèche , par le rayon de la sphère, 
moins le tiers de la flèche. . 

Pour donner un exemple du calcul de la solidité de la sphère et de 
set segments, supposons que l'on demande le poids d'une bombe de 
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1 o ponces de âiunaétre 9 ayant i 8 lignes d'épaisseur^ avec un culot ren- 
forcé de 6 lignes de flèche. Le pied cube de fer coulé pesé Sigft» -. 

Nous calculerons d'abord la solidité de la sphère de 10 pouces , et 
ensuite nous* calculerons celle d*une sphère de 7 pouces , c'est-à-dire, 
de 10 pouces moins le double de l'épaisseur de la bombe ^ nous calcu- 
lerons , dis-je , la solidité de cette dernière , diminuée de celle du culot 
de 6 lignes de flèche, c'est-à-dire, que nous ne calculerons de celle-ci 
que le segment sphérique qui auroit 7 pouces moins 6 lignes , ou 6 
pouces ^ de flèche. 

Pour avoir la solidité de la sphère de 10 pouces, il faut (246) mul- 
tiplier le cube de son diamètre par ^ ; ainsi, opérant par logarithmes^ 

Log. 10. . .' 1,0000000 



-s 



Log. 10. . . « 3,0000000 

Log. II i,o4i3()t27 

Complément -Log. 21 '. 8,6777807 



Somme 12,7191734 

q[di répond à 5lî,8i ; donc la sphère de 10 pouces de diamètre a una 
solidité de 5ii3,8i pouces cubes. 

Pour ayoîi'la solidité du segment sphérique de 6 pouces ^ de flèche 
dans une sphère de 7 pouces de diamètre, il faut (248) multiplier la 
surface du cercle^de 6 pouces } de rayon , par le rayon de la sphère, 
moins le tiers de la flèche, c'est-à-dire*, par- 1 pouce et j. 

Donc, et d'après ce qui a été dit, opérant par logarithmes, on 
aura 

Log. 6-5 0,8129134 



—a 



ni- 
ère. 



Log. 6i. . . 1,6258268 

' Log* !• * • 0,4973247 

.. Log. i|. . 0,1249387 

Somme ^ . 2,2480902 

qui répond à '., 177jo5 

Donc la solidité du vide de la bombe est de 177,06 pouces cubes , 
et par conséquent la solidité du plein est de 346,76 pouces cubes. 
U ne s'agit donc plus, pour avoir le poids de la bombe, que de mul- 
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tiplier par 5 1 9 1 , et de diyiser par 1 7 28 , pareeqnele poids d^im pçuet 
cube est la 1728* partie de celui du pied cube ; ainsi 

Log. 346,76 2,5400290 , 

Log. 519I 2,7157945 

Complément -Log. 1728 i 6,7624563 . 

Somme • t2,oi82798 

qni répond à io4lb,3 

qui est le poids de la bombe, non compris le vide de Fœ!! ni le poida ^ 
des anses et anneaux. 

De la Mesure des autres Solides. 

249* Pour les autres solides terminés par des surfaces ' 
planes ; la mét}iode qui se prësente naturellement pour les . 
mesurer, c'est de les imaginer composes de pyramides qni I 
aient pour bases ces surfaces planes, et pour sommet com- 
mun Tuu des angles du solide dont il s'agit; mais, outre qqe 
cette méthode est rarement la plus commode , elle est d!a3- 
leurs moins expéditive et moins propre pour la pratique : 
que la suivante, que nous exposerons ici d'autant {)liia vo- 
lontiers , qu'elle peut être employée utilement à la mesure 
de la solidité de la carène des vaisseaux, comme nous le fe- 
rons voir quand nous aurons établi les propositions suir 
vai^tes. 

âSo. Nous appellerons prisme tronçuéle solide AlBCDEF 
(fig. i36), qui reste lorsqu'on a séparé une partie d*ttn 
prisme par un plan ABC incliné à la base. 

20 1. Un prisme^ triangulaire tronqué est composé de 
trois pyramides qui ont chacune pour base la base DEF 
du prisme^ et dont la première a .sonsommet en "&, la se- 
conde en A, et la troisième en C. 

Avec une légère attention, on peut se représenter 1^ 
prisme tronqué comme composé -de deux pyramides ; l'uoe 
triangulaire , qui aura son sommet au point B, et pour base 
le triangle DE F ; la seconde , qui aura aussi son sommet as 
point B, mais qni aura pour base le quadrilatère AD FC. 
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Si Von tire la diagonale AF, on peut se représenter la py- 
ramide qaadrangniaire B ADFC comme composée de deux 
pyramides triangulaires BADF, BAC F : or, la pyramide 
BADF est égale en solidité à une pyramide E ADF^ qui, 
ayant la même hsLse AD F, ai^roit son sommet au point E; 
car la ligne BE étant parallèle au plan AD F, ces deux py- 
ranoides auront même hauteur; mais la pyramide EA.DF 
peut être considérée comme ayant pour base EDF, et son 
sommet au point A; voilà donc, jusqu'ici^ deux des trois 
pyramides dont nous avons dit que le prisme tronqué doit 
être composé ; il ne reste donc plus qu'à faire voir que la 
pyramide BAC F est équivalente à une pyramide qui auroit 
aussi pour base EDF, dt qui auroit son sommet en C ; or, 
c'est ce qu'il est facile de voir en tirant la diagonale CD, et 
faisant attention que la pyramide BACF doit être égale à 
la pyramide E D G F ; parceqne ces deux pyramides ont leurs 
sommets B et E dans la même ligne BE parallèle au plan 
ACFD de leurs bases , et que ces bases ACF et CFD sont 
égales 9 pmsque ce sont des triangles qui ont même base CF, 
et qui sont compris entre les ^parallèles AD et CF. Ainsi la 
pyramide BACF est égale à la pyramide EDCF ; mais celle- 
ci peut être considérée comme ayant pour base D E F , . et 
son sommet en C; donc, en effet, le prisme tronqué est 
composé de trois pyramides qui ont pour base commune le 
triangle DE F, et dont la première a son sommet en B, la 
seconde en A, la troisième en G. ^ 

252. Donc , /?our af'o/r la solidité d'un prisme triangu- 
laire tronqué j il faut abaisser de chacun des angles de la 
hase supérieure une perpendiculaire sur la base inférieure, 
et multiplier la base inférieure par le tiers de la somme de 
^5 trois perpendiculaires. 

253. On peut tirer de cette proposition plusieurs consé- 
quences pour la mesure des prismes tronqués autres que 
les triangulaires, et même pour d'autres solides : si Ton 
conçoit^ par exemple, que de tous les angles d'un solide ter- 
miné par des surfaces planes, on mené sur un même plan , 
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pris comme on le voudra, des perpendiculaires, on fera 
naître autant de prismes tronqués qu'il y aura de faces dans 
le solide ; comme chaque prisme tronqué devient facile à 
mesurer, d'après ce que nous venons de dire , tout solide 
terminé par des surfaces planes se mesurera donc aussi faci« 
lement par les mêmes principes : nous n'entrerons pas dans 
ce détail } nous nous bornerons a en tirer une conséquence 
utile à notre objet. 

ï*ar exemple, s'il s'agit de trouver la solidité du corps ABG[)H£FG 
(fig. i37 et 198), composé de deux prismes triangulaires tronqués, 
dont les arêtes A£, BF, CH, DH soient perpendiculaires à la base, 
qui sera d'ailleurs un quadrilatère quelconque. 

On imaginera la diagonale £ G correspondante à l'arête AC, tî 

Ton aura EFG X * pour la solidité de la partie qui 

A E«*. Ah4*CG 
répond au triangle EFG; on aura pareillement £ H G X ■■ 

pour la solidité de la partie qui répQnd au triangle EH G. 

Si les deux triangles EFG, EGH sont égaux, comme il arrive, 
lorsque la base est un parallélogramme , on aura ^ £ F G H X 

aAEE+aCG + BF + DG , *..,. , 

;= pour la solidité totale. 

Si les perpendiculaires AE , BF, etc. restant les mômes, la surface 
supérieure, au lieu d'être terminée par les deux plans AD G, ABC 
qui ont pour section commune AC, étoit terminée par deux plans qui 
eussent pour section commune B D ; alors la solidité seroit exprimée 

.T7T>oxT aBF + 2DH+ AE + CG 
pariEFGHx ■ r-^^ -^ . 

Si, après avoir ajouté ce solide au précédent , on prend moitié du 

tout , on aura E r C H X — pour la valeur du solide 

qui tien droit le milieu entre les deux que nous venons de considérer 
pour chaque figure. 

Cette dernière expression renferme la règle que suivent plusieurs 
praticiens pour mesurer la solidité des corps, tels que ceux des figures 
1^7 et 198 ; d'où l'on voit que cette règle n'est pas rigoureusement 
exacte; on peut même ajouter qu'elle peut souvent conduire à une 
erreur assez forte : pour nous en convaincre, prenons un cas fort 
simple; supposons (fîg. 198) que AE et GC soient chacune zéro , on 
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anraiEFGH X — ^ ouEFGH x — y— P^^^^^J*^^^^^'* 

corps représenté par la figure 1 3 2^ mais, par la règle dont il s'agit, 

BF -t DH 

on anroit E F G H X — ^ — > or, ces deux solides sont Tun à l'autre 

:: g-: ^ ou :: 4*6 •• a : 3 ; cette règle feroit donc trouver la solidité 
trop forte de moitié en sus de sa yéritable valeur; il est vrai que dans 
ce cas, où il est facile de voir que le solide est composé de deux pyra- 
mides triangtdaires , on verroit facilement que Ton ne doit point ad- 
mettre cette règle ; mais il n'en est pas moins à conclure , de cet exem- 
ple simple,, que l'application aux cas plus composés ne donne point 
une approximation suffisante. 

Tout ce que nous Venons de dire, ne supposant point que ABC 
ctADC(fig. i37 et 198} soient dans des plans différents-, a égale- 
ment lieu lorsqu'ils sont dans un même plan ; et puisque ce qui a été 
dit a lieu lorsque la base est un quadrilatère quelconque , il est facile 
d'en conclure la mesure de la solidité d'un ponton (fig. 199). 

L'avant et l'arriére du ponton , ses flancs , son fond, et son ouver- 
ture supérieure , sont tous des surfaces planes ; et les arêtes formées 
parles flancs, le fond et l'ouverture, sont des lignes parallèles ; l'ou- 
verture a plus de largeur que le fond ; en sorte que la section faite 
perpendiculairement à la longueur est un trapèze tel que EFGH. 

Si donc on conçoit le ponton coupé perpendiculairement à sa lon- 
gaenr, et au milieu , il résulte évidemment de ce qui a été dit (254), 
qfoe chaque moitié est un composé de deux prismes triangulaires 

tronqués , dont lun a pour expression E H G x ■ — :: — ■ , ou 

EHG X J- — r> p^rceque AE est égal à DH. Pareillement, le 

o f f '1 A Vf 

second prisme triangulaire aura pour expression E F G x ;: 9 

11 • • "r.TT^ aAI-j-CL 

donc le ponton entier aura pour expression EHG x _ 

■f- EFG X - — ?- — • ^r, la profondeur du ponton étant connue, 

on aura la hauteur commune des deux triangles , qui par conséquent 
seront faciles à calculer ; il sera donc facile d'avoir la solidité du 
ponton : nous en verrons un exemple dans peu. 

L'avant et l'arriére du ponton sont communément inclinés de 4^ 
degrés sur le fond : cette circonstance peut fournir une autre expres- 
lion ; mais comme elle n'est pas plus simple que la précédente , nous 
Qe nous y arrêterons pas. 
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354. Soit donc ABCDEFG.H (fig. 187) un solide com- 
pose dMieux prismes triangulaires tronqués.ABGEFG; 
ADCEHG, dont les arêtes AE,BF, CG, DH soient per- 
pendiculaires a la base 7 et qui soient tels que les bases EFG, . 
EHG forment le parallélogramme EFGH, et que lesl>ase8 
supérieures soient, pour plus de généralité, deux plans dif- 
féremment inclinés à la base EFGH. Il suit de ce qui a été 
dit ci-dessus (^Sâ), que le solide A BGDEFG eat égalaa 

. 1 1717/^ 1 • 1-^ BF-4-aAE-f-aQC + HD 

triangle EFG multiplié par ^ ; carie 

prisme tronqué ABCEFG est égal (252) au triangle EFG 

1 . 1-^ BF + AE + GC ^ , . . , 

multiplié par — : — r ; et par ia même raison, le 

prisme tronqué ADCEHG est égal au triangle EHG, ci, 

ce qui revient au même, au triangle EFG multiplié par ^ 

AE + GC-f-HD , , |. , j j . V 
■ — 5 — ; j donc la totalité de ces deux prismes tronqnéi 

BF-f- a AE4- a GC-f-HD • ^ 

est égale au triangle EFG multiplié par ' ^ ■ — 

Soit maintenant un solide ((îg. i38) compris entre deux 

plans ABLM, ablm parallèles, deux autres plans AB&a;' 

ML /m parallèles entre eux, et perpendiculaires aux deux 

autres, un plan BL/i perpendiculaire k ceux-là, et enfin la 

surfaoe courbe A H Mm A a; et concevons ce solide coupj 1] 

par des plans Crf, E/*, GA, elc. parallèles k AB&a, égale- 1 

ment distants les uns des autres, et assez près pour quVa 1^ 

puisse regarder AD, arf, DF, df^ etc. comme des lignci L 

droites : supposons enfin que les deux plans ABLM, ai/ifffe 

sont assez près l'un de l'autre pour qu'on puisse re|;arder,J 

sans erreur sensible, les sections Drf, ¥fy HA, etc. comme] 

des ligues droites \ il est visible que les solides partiels 

ADrfaABCc, DFy*t/cCEe, etc. sont dans le cas du solide 

de la figure iS^. Donc la totalité de ces solides sera égale ^ 

1 /LT^r- ^ !.• !•' AB-h a^^ + aCD-fci/ , 
au triangle odKu multiplie par - - ■ ■ +3» 

CD+ac</ +aEF+g/ - E F+ a e/f aGH HhffA GH+.a^AH-aIK-W i 
3 "^~^ 3 ^ ^3~^ ^=1 
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H ; 3 ; c est - a - dire , en réunissant les 

quantités semUables , sera égale an triangle 6PC multiplié 
parfAB-+-ja*+CDH-cdH-EF+e/-hGH4-^A-h 
IKH-i^-f-jLM+jZ/w; et comme le triangle feBC est' 



égal à ■ , le solide entier sera égal à x. 

(}AB-HTa*H-CD + crf-+.EF4-e/-+.GH + ^A + IK: 

Dans la vue de rendre cette expression plus simple , re- 
inarquons que si au lieu de JAB-h ja6-f- yLM + |/7» 
que Ton a entre les deux parenthèses, on avoit la quantité 
5-AB +7a6 + 7LM-4- î^/m, le solide en question seroit 
ëgal a la moitié de la somme des deux surfaces ABLM, 
€iblni, multipliée par Tépaisseur B&; car (i5i) la surface 
ABLM est égale kBC x ({AB + CD + EF + GH-MK 
H-;LM), et la surface ablm est, par la même raison, 
ëgalek£couBG x {\ab + cd^ ef-ir gh + ik ^ \lm)\ 
donc la moitié de la somme de ces deux surfaces multipliées 

fi A V BC 

par répaisseur Bi, seroit X (lAB + iai-t-CD 



crfH-EF+-<?/H-GH+g^A-f-IK+-iAH-7LM-4-i/i»): 
donc le solide en question ne diffère de ce produit que de 

la quantité dont — ^ — x (f AB +^ai-H ^LM + r/m) 

surpasse la quantité »~x (7AB + J-afrH-^LMH-|Zm); 

or, il est aisé de voir (Arith. io3) que cette différence est 
— Ç — H-(i-a*— iAB+iLM— i/m); donc le solide 

B A V Br* 

clierché est égal à X (i AB + laiH-CD + cd-l- 



EF -H c/ -f- GH H- gh + IKh- ik + i LM -H \lm) + 

^b V BC 

—Ç — X (iai — JAB+7LM — -î/m);or, ilestaiséde 

^«marquer que \ab — |AB +-7LM — 7^/m est une quan- 
tité fort petite en comparaison de celle qui est entre les 
deux premières parenthèses j puisque les deux plans ABLM, 

GEOMÉTBIE. I 
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ablm étant supposés peu distants^ la différence de ÂB k.ai; 
et celle de LM à /m ne peuvent être que de fo,rt pelitess 
quantités ^ on peut donc réduire la valeur de ce solide à; 

lt±*£ X (^\B-Hîai + CD + crf + EF + e/H-GHJ 
g/iH-IKH-iA + îLM + ^Zm), c'est-à-dîre, a B& x 



( 



r /• 



On peut donc dire que , pour avoir la solidité d*an< 
tranche de solide comprise entre deux surfaces planes pa- 
rallèles, de telle figure qu'on voudra, et peu distantes Tuni 
de l'autre , il faut multiplier la moitié de la somme de ci 
deux surfaces par Tépaisseur de cette tranche. 

255* Si l'épaisseur B& de la tranche étoit trop consîdt 
rahle pour qu'on pût regarder Aa, Dd comme des lîgni 
droites, il faudroît concevoir le solide partage en plusieai 
tranches d'égale épaisseur, par des plans parallèles a l'ani 
des surfaces ABLM, ablm y et mesurant ces surfiici 
ABLM, ablm et leurs parallèles, on auroit la solidité 
ajoutant toutes les surfaces intermédiaires, et la moitié de 
somme des deux extrêmes ABLM, abTm, et multipliant 11 
tout par l'épaisseur d'une des tranches ; c'est une suite ii 
médiate de ce que nous venons de dire. 

L'application de ceci à la mesure de la partie de la carèni 
que la charge du navire fait plonger dans la mer, est main^ 
tenant très facile. On mesurera la surface des deux coupai 
horizontales faites à fleur d'eau lorsque le navire est chargé] 
et lorsqu'il est vide. On ajoutera ces deux surfaces , et oi 
multipliera la moitié de leur somme par la distance de a 
deux surfaces, c'est-a-dire , par l'épaisseur de la trancl 
qu'elles comprennent. 

' Si l'on vouloit avoir la solidité de la carène entière, 
feroit usage de ce qui vient d'être dit (255); mais il faudra 
la considérer comme coupée en plusieurs tranches , non pi 
parallèles a la coupe faite à fleur d'eau , mais perpendicubui 
a la longueur du navire. 
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liOrsqa'oD mesure le volume de la partie de la caréné que 
la charge fait plonger, on peut se contenter de mesurer la 
surface de la coupe prise a égale distance des deux coupes 
dont nous ayons parlé ci-dessus^ et la multiplier, comme 
cî-devant, par Tépaisseur de la tranche; car cette coupe 
moyenne différera toujours très peu de la moitié de la 
somme des deux autres. 

F/irmi quelques uns d'es ohjets que nous considérerons 
dans Tapplication de Talgebre à la géométrie, on trouvera 
des méthodes plus rigoureuses ; néanmoins celles que nous 
Tenons d'exposer seront toujours suffisantes, tant qu'où 
aura soin de mesurer les surfaces avec assez d'exactitude , 
et de multiplier les tranches lorsque l'épaisseur est considé- 
rable. 

Nous verrons dans la quatrième partie de ce Cours y que 
la charge du navire est égale au poids d'un volume d'eau 
•égal au volume de la partie de la caréné qu'elle fait plonger; 
lors donc qu'on a évalué ce volume en pieds cubes , si l'on 
^ vent conQoUre la pesanteur de la charge, il n'y a qu'à, mul- 
tiplier le nombre des pieds cubes par 72lb> qui est à-peu- 
près le poids d'un pied cube d'eau.de mer ; mais comme on 
ëv/ilue toujours cette charge en tonneaux, au lieu de multi- 
plier par 'j%j pour diviser ensuite par 2000, ce qui seroit 
nécessaire pour réduire en tonneaux, on divisera seulement 
le nombre des pieds cubes par 28, parceque 28 fois 72 fai- 
sant à-pen-près 2000, autant de fois il y aura 28 dans la so- 
lidité mesurée, autant il y aura de tonneaux. 

Du Toisé des Solides, 

25o* Après ce que nous avons dit (i55) sur le toisé des 
surfaces, il doit y avoir fort peu de choses à dire sur le 
toisé des solides. 

Pour évaluer un solide en toises cubes et parties de la 
l jMÎsecube, on'peut s'y prendre de deux manières 'çvvxvcv- 
[ «pales. La première est de compter par toises cuYiea e\. "ç^it 
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parties cubes de la toîse cube , c'est-à-dirè , par toises cubes, : 
pieds cubes, pouces cubes, etc. 

' La toise cube ou cubique contien t 2 1 6 pieds cubes , parce- 
que c'est un cube qui a 6 pieds de long, 6 pieds de large et 1 
6 pieds de haut. 

Le pied cube contient 1728 pouces cubes , parceque c^est 
un cube qui a 12 pouces de long sur 12 pouces de large, et 
1 2 pouces de haut. 

Par la même raison , on voit que le pouce cube contieiil 
1728 lignes cubes, et ainsi de suite. 

âS^. Donc, pour évaluer un solide en toises cubes et 
parties cubes de la tôîse cube, il faudra réduire chacune de l 
ses trois dimensions à la plus petite espèce; multiplier denk 
de ces dimensions ainsi réduites Tune par Tautre , et le pro- 
duit résultant par la troisième ; et pour réduire eu lignes 
cubes, pouces cubes, pieds cubes et toises cubes, en sup- 
posant que la plus petite espèce ait été des points , on divi- 
sera successivement par 1728, 1728, 1728 et 216; ou seule* 
m«nt par 1728, 1728 et 216, si la plus petite espèce est 
seulement des lignes, et ainsi de suite. 

Par exemple, si l'on a un parallélipipede qui ait 2^ 4^ 8' 
de long, i*^ 3** de large , et V S** 7** de haut, on réduira ces 
trois dimensions à 200^, 108^ et 283**, qui, étant multipliées^ 
«avoir, 200 par 108, et le produit 21600** par 283% donne — 
ront 61 12800 pouces cubes, ou 6112800'**^; divisant doncs 
par 1728, on aura 3537 pieds cubes ou 3537^**% ^^ ^^ ^^^ 
reste, c'est-à-dire, 864*'**> divisant 3537****** par 216, on aura 
16 toises cubes ou 16^^^ et 81**^**; en sorte que le parallélipi-^ 
pedc en question contient iCl"^ 81 ''^''864*'**'. 

25o. Dans la seconde manière d'évaluer les solides en 
toises cubes et parties de la toise cube , on se représente la 
toise cube partagée en six parallélipipedes, qui ont tous une 
toise carrée de base sur un pied de haut, et que pour cette 
raison on appelle toise-toise^pieds. On conçoit de même la{ 
toise-toise-pied partagée en douze parallélipipedes, qui ont 
chacun une toise carrée de base et un pouce de haut , et^ 
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qu^on appelle toise^oise-pouces ; on subdivise. de même cha- 
cune de celles-ci en douze parallélipipedes, qui ont chacun 
une toise carrée de base |sur une ligne de haut ; et on con- 
tinue de subdiviser en parallélipipedcs , qui ont constam- 
ment une toise carrée de base sur un point, une prime, une 
seconde ^ etc. de haut ; en sorte que les subdivisions sont 
absolument analogues à celles de la toise linéaire, comme 
nous avons vu que l'étoient celles de la toise carrée ; et les 
noms de ces différentes subdivisions ne différent de ceux 
qui sont relatifs a la toise carrée , qu'en ce que le mot toise 
y est énoncé deux fois. 

Les .multiplications relatives à cette division de la toise 
enbe sont absolument les mêmes que celles que nous avons 
tjiseignées relativement à la toise carrée. ^ 

A l'égard de la nature des unités des facteurs, on doit 
regarder l'un d'entre eux comme exprimant des toises 
cubes, toise-toise-pieds, toise-toise-pouces, etc., et les deux 
antres comme marquant des nombres abstraits dont le pro- 
duit exprimera combien de fois on doit répéter ce premier 
facteur. Par exemple, en reprenant le par4llélipîpede que 
nous Vjeuons de calculer ci-dessus, et supposant que la lon-< 
gueur AD (fig. iSq) est de a*^ ^^ 8^ la largeur A B de i^ 3% 
et la hauteur AL de 3^ 5^ 7^; si Ton prend AI et AE cha- 
cun d'une toise, et qu'on se représente le parallélipipede 
AIFEHGKD, il est visible que ce parallélipipede est de 
jTTT ^TTP gTTp ^ puisqu'il a une toise carrée de base sur une 
longueur de a^ [^ 8^ Or, pour avoir la solidité du paralléli- 
pipede total, on voit qu'il faut répéter ce parallélipipede 
partiel d'abord autant de fois que sa largeur AI est contenue 
dans la largeur A B, c'est-a-dire , une fois et demie, ou autant 
[jne le marque i"^ 3**; puis répéter ce produit autant de fois 
|ue la hauteur AE est contenue dans la hauteur AL, c'est- 
i-dire, autant de fois que le marque 3^ 5^ 7^, considéré 
^omnie nombre abstrait. 

Mais pour se guider plus aisément dans ces multiplica- 
tions, on laissera aux facteurs les signes de la toise tels qu'ils 



,34 ELEMENTS 

le» ont ; il suffit de savoir que le produit doit être des toises 
cubes, toîse-ioîse-pieds, etc.; ainsi, en opérant comme au 
toisé des surfaces, on trouvera comme il suit : 
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209. Iliest aisé de convertir ces parties de la toise en par- 
ties cubes, c'est-à-dire, pieds cnbes, pouces cubes, etc. Il 
faut écrire sous les parties de la toise,, à commencer des ■ 
toise-toîse-pieds , les nombres 36, 3, i; 36, 3,^ consécutir , 
Tement,'et multiplier chaque nombre supérieur par son cor- 
respondant inférieur •, porter les produits des nombres 36, 
3y^ chacun au-dessous du premier de ces nombres; çtlor&*> 
qu'en multipliant par ^, il restera i ou 2 ou 3, on écrira sous 
le nombre 36 suivant, 432 ou 864 ou i^O^, pour commencer 
une seconde colonne. Appliquant ceci à l'exemple que nous 
rejions de donner, 
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Dn Ironve le même produit que paï la première méthode. 

On multiplie les toise -toise -pieds par 36 , parceque la 

toise-toise-pied ayant un pied de haut sur une toise carrée 

on 36 pieds carrés de. base, doit contenir 36 pieds cubes. 

Li toise>toise-pouce étant la douzième partie de la toise* 

tobe-pîed/ doit contenir la douzième partie de 36 pieds 

cubes y c'est-à-dire, 3 pieds cubes; il faut donc^ multiplier 

par 3 les toise-toise-pouces. Pareillement, la toise-toise-ligne 

JUQt la douzième partie de la toise-toise-pouce, doit con-^ 

tenir la douzième partie.de 3 pieds cubes ou un quart de 

pied cube, ou (a cause que le pied cube vaut i-jaS pouces 

cubes) elle doit contenir 43a^"*; en raisonnant de même, on 

Toit que la toise-toise-point vaudroit 36% parcequ'elle est la 

douzième partie de la loise-toise-ligne qui vaut 432% dont 

la douzième partie est 36; donc, etc. 

Donc, réciproquement, pour ramener les parties cubes 
de la toise cube a des toise-toise-pied s, toîse-toise-pouces, etc., . 
il faudra diviser par 36 le nombre des pieds ctibes, et Ton 
«nrajes loise-toise-pieds : on divisera le reste de cette divi- 
sion par 3, et l'on aura les toise-toise-pouces. On multipliera 
par 4 le reste de cette seconde division , et au produit on 
ajoutera i, ou 2, ou 3 unités, selon que le nombre des 
pouces cubes sera entre 432 et 864, ou 864 et 1296, ou 
1296 et 1728, ei l'on aura les toise-loise-lignes ; puis, retrau- 
cliant dn nombre des pouces cubes le nombre 43^7 ou 864, 
ou 1296, selon qu'on aura ajouté i , ou 2, ou 3 unités ^, on 
opérera sur lé reste comme on a opéré sur les pieds cubes, 
et l'on aura conscculivcmeni les tois<- toise-points, les lois^ 
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toise-primes, et les toise-toise-secx>iides ; enfin on conti- 
nuera de la même manière pour les lignes cubes, etc. 

Par exemple, si Von demande de réduire en toise-toise- 
pieds, toîse-toisfe-pouces , etc. le nombre 47^"^ 52*''*'' 982"*; 
je divise 52 par 36, et j'ai i*"**, et un reste de 16; je divise 
celui-ci par 3, et j'ai 5^'^j et un reste de i ; je quadrupla ce 
reste, et j'y ajoute 2 unités, parceque le nombre des pouces 
cubes est entre 864 ^^ ^ ^96, et j'ai 6^^, Retranchant 864 ^^ 
982, il reste 68; je le divise par 36, et j'ai i'"^'*, et 32 de 
reste; je divise celui-ci par»3, et j'ai lo*^', et 2 de reste; je 
quadruple ce reste, et j'ai '8"" ; en sorte que j'ai en total , 

/-TTT -TTP gTTp jTTpt j ^TT/ QTTff 

Si an lieu de rapporter la solidité à la toise cube , on vouloit la rap- 
porter au pied cube , on le pourroit également , en concevant le pied 
cube comme composé de douze parallélipipedes , qui ont tous un pied 
carré de base , sur un pouce de hauteur chacun , et qu'on marqueroit 
ainsi PP ^ , . pour exprimer pied -pied- pouces ; c'est ainsi que nous 
allons en user dans l'exemple suivant. 

Exemple appliqué à la solidité d'un ponton. 

Soit (fig. 199) la plus grande largeur £H, de 4^ 4' 

La plus petite F G , de 4 a 

Leur distance ou le creux du ponton .2 4 

La plus grande longueur AI 18 o 

La plus petite CL i3 4 

Donc 2 AI H- CL 49^ 4»" 

Et aCLH- AI 44 $ 

ê. 

Je calcule la surface du triangle EHG, et celle du triangle E FG ^ 
qui ont pour hauteur commune le creux du ponton , et je tronVQ 
comme il suit : 
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Je multiplie k première par 2 A I+C L, et la seconde par 2 C L+ A I, 
et prenant le tiers du tout, j'ai lat solidité du ponton comme il suit : 
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Réunissant ces deux sommes, et prenant le tiers, on a iSB^^^ 6^^» 
jppi gPppi j^pp' ponr la solidité du ponton. 

Exemple appliqué au toisé d'une batterie. 

Pour donner encore une application des prismes tronqués et du 
toisé, supposons qu*on demande la quantité de terre nécessaire à la 
construction de- Tépaulement d'une batterie de quatre pièces de 
canon. 

La longueur d'une pareille batterie est de iV^ 2^ par le bas. La 
liauteur de Vépaulement , en dedans, est ordinairement de i*^ i^; et 
en dçbors, elle est de i**" o^ 4^. Le talus intérieur est le tiers de la hau- 
teur intérieure, et l'extérieur est la moitié de la hauteur extérieure; 
ainsi le premier est de 2** 4^9 et le second de 3^ 2^ ; la largeur de la 
base est de 3^ 5** 6^ , ainsi la largeur au sommet extérieur de Topau- 
lement est de 3'''o*'op. On donne aux deux côtés de IVpanlement le 
même talus qu'au-dedans, c'est-à-dire, le tiers de la hauteur intérieure 
▼ers le dedans , et le tiers de la hauteur extérieure vers le dehors ; ainsi 
la longueur intérieure de l'épaulement, vers le haut, est de 1 2^ 3** 4% 
et sa longueur extérieure vers le haut est de 12''' 3** 9** 4*' 

Ces dimensions établies, on peut considérer le massif de la batterie 
(abstraction faite des embrasures) comme un prisme tronqué, dont 
la coupe , faite perpendiculairement à $a longueur , seroit le trapèze 
EFGH(fig. 200), dont 

La base H E est de 3^ 

Le talus intérieur HK o 

I-wi hauteur G K de l'angle G. ...... i 

Le talus extérieur I£ o 

Ia hauteur IF de l'angle F i 
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Et si on conçoit que celte coupe soit faite au milieu de la longueur, 
ce prisme total est partagé en deux prismes droits, tronqués, parfais 
tpment c{;aux, et qui ont chacun pour base le trapèze EFGH. Si 
l'on imagine donc la diagonale GE , il suit de ce qui a été dit, qu'on 
aura la solidité d'une des moitiés en multipliant le triangle Eljp par 
le tiers de la somme des trois arêtes , qui , d'un même côté , répondent 
aux angles F, E, G, y ajoutant le produit du triangle E GH, multi- 
plié pareillement par la somme des trois arêtes, qui, du même côté, 
répondent aux angles £ , G^ H , et doublant le tout ; mais puisque ces 
arêtes sont moitié des longueurs qui répondent à ces mêmes angles , 
ou des arêtes du prisme total , il s'ensuit que l'opération consiste à 
multiplier le triangle E F G par le tiers de la somme des trois arêtes 
totales qui répondent aux angles E , F, G , et le triangle E G H par le 
tiers de la somme de celles qui répondent aux trois angles £, G , H, 
et à ajouter ces deux produits. 

Or, ces arêtes sont respectivement comme il suit : 

En E i3T a^ o? o' 

, En G 12 3' 4 o 

Arêtes \ Tj ,;, 1 , 

En F 12 3 9 4 

En H i3 2 o G 

Le.tiers des trois arêtes en E, F, G, sera donc 12"^ ^^ o^ 5* 4** 
Et le tiers des trois arêtes en E , G, H , sera . 13*" o** 5^ 4** 

Il ne s'agit donc que d'avoir la surface du triangle EFG, et 
celle du triangle E G H j or , la seconde est évidemment égale à 

— — , et la première, qui est la différence entre le quadrilatère 

a 

LFGHetletriangleEGU,seraEK X ^FI — El XïGK;d'où,et 
d'apiès les mesures ci-dessus , on trouvera comme il suit : 

Le triangle E G H. 2'»'^ i'^p 8^ 6"'' 6^^ 

EKXlFI ' I 5 2 o 8 

El X iGK o I 10 a o 

Triangle EFG i 3 3 10 8 

Donc le prisme correspondant 

au triangle E G H 21/" 5'^^ 2^p 8^^' ^tt^x ^rr 

Et le prisme correspondant au 

triangle F GE jj) 5 8 7 2 i 

Massif de la batterie ^^yiT /^ttp uTTp 5Tri i^^^r ^^^ 
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A Végard dei embrasures , si Ton suppose que leur fond est hori- 
zontal^ , que Tonverture intérieure est de 2^ haut et has , Textérieure 
de 9' en bkis, et la^ G' en haut; que la hauteur de Tembrasure est 
de 3^ 6' du côté intérieur de la batterie; en coDcevant chacune coupée 
perpendiculairement à la longueur de ]a batterie , on ^erra que le 
profil peut en être représenté par le quadrilatère F G D M , dans le- 
quel on aura GO de 3' 6^, FN de 2^ iop, et les talus D O et NM se- 
ront, saTOÎr : DO de i' a^, et NM de i' 5^, d'où on conclura que 
DM est de 3»^ a** 7^ ; et comme le solide de l'embrasure est aussi un 
prisme tronqué, dont toutes les dimensions sont actuellement con- 
iiiiei , on conclura , par un calcul isemblable au précédent , que le 
lolide des quatre embrasures est de 6^^^ 3^^^ i*"' ômgTTp. ^tt-^ j^, 
quel retranché du massif trouvé ci-dessus, il reste 43"^ i"^^** g"""^** g^^^ 
{nu gTTi pQUf ]a totalité des terres nécessaires à la construction de 
Tépaulement ; d'où il est facile de conclure le nombre de travailleurs 
nécessaire pour construire cette batterie dans un temps déterminé , 
sachaot, par expéi^ence , que trois hommes, sans trop se fatiguer, 
ptibyént creuser et rapporter sur la batterie tine toise cube en 1 8 heures. 

200» Puisque, pour avoir la solidité d'un prisme , il faut 
multiplier la surface de sa base par sa hauteur, il s'ensuit 
que si, connoîssant la solidité et la base ou la hauteur, ou 
vent avoir la hauteur ou la basç, il faut diviser la solidité par 
celui de ces deux facteurs que l'on connoitra. Mais il faut 
observer que, dans l'exactitude, ce n'est point véritablement 
ia solidité. que l'on divise par la surface ou par la hauteur, 
mais c'est un solide que l'on divise par un solide. En effet, 
(i*après ce qui a été dit ci-dessus , on voit que lorsqu'on 
évalue un solide, on répète un autre solide de même base 
autant de fois que la hauteur de celui-ci est contenue dans 
la hauteur du premier, pu bien on répète un solide dé même 
Hauteur autant de fois que la surface de la base de celui-ci 
est comprise dans la base de celui-lk. Donc, quand on vou- 
dra, connoissant la solidité et la surface de la base, par 
exemple , connoître la hauteur, il faudra chercher combien 
de fois la solidité proposée contient celle d'un solide de 
même base, et le quotient marquera, par le nombre de ses 
QAités, le nombre des parties de la hauteur. 
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Cela pose, si ayante par exe.mple, un prisme dont la soli- 
diié soit de i6"^ 2™ 3"^ a^'^*, et la suFface de la base 
jj^TT ^TP qTp^ qjj yçj^^ savoir quelle est la hauteur, on consi- 
dérera le diviseur, non pas comme i2"^o'^^o^, mais comtne 
12*^^ o""** o"^, et alors la question se réduira a diviser 16"* 
^TTP ^TTp ^TTi p^p la**^ o*^^^ o"^**; mais comme la toise ca^rrée 
est facteur commun, le quotient sera le même que si le di- 
vidende et le diviseur marquoient des toises linéaires ; on 
aura donc simplement iff^ 2^ 3^ 2* à diviser par la'^o'o', 
c'est-a-dire, par 12"^; et comme la nature de la question fiiit 
voir que le quotient doit être des toises linéaires, la division 
se fera donc selon la règle prescrite. (Arith. 124 et suiv.) 

Si la solidité et la hauteur étant données, on cherclie 
quelle doit être la surface de la base^ par exemple , si la 
solidité est de 16"^ 2*"^^ 3'"'"' 2""^ et la hauteur de 2'" 4' 8', on 
considérera le diviseur comme étant 2'^'^'^ 4^^** 8*^** 5 et par ]j| 
même raison que dans le cas précédent, Topération se. ré-» 
duira a diviser 16^ ^ 3** 2* par 2"^ 4*^ 8^? mais comme le quo- 
tient doit évidemment être une surface, on le comptera, \ 
non pas pour des toises linéaires , mais pour des toises car- 
rées, toise-toise-pieds, etc. Du reste, il n'y aura aucune dif- 
férence dans la manière de faire l'opération , qui se 'fera 
toujours en vertu des règles données (Arith. 124 et suiv.), 
c'est-a-dîre , qu'après avoir trouvé le quotient , comme s'il 
devoît exprimer des toises liné|iires , on affectera le signe de' 
chaque partie , de la lettre T. Par exemple , dans le cas 
présent , on trouveroit pour quotient 5^^ 5''4**6'j on écrira 
donc 5^^ 5" 4^P 6 ""*. 

Si la solidité étoit donnée en toises cubes et parties cubes 
de la toise cube, on la convertiroit en toises cubes,, toise- 
foi;Se-pieds, etc., par ce qui a été dit (259), et l'opération 
scroit ramenée au cas précédent. 

Du Toisé dps Bois. 

261. Ce qu'on vient de dire du toisé en général ne non»: 
laisse que fort peu de chose à dire sur le toisé des bois. 



DE GEOMETRIE. i4i 

Dans la marine , on mesure les bois en pieds cubes et par- 
tic$ cubes du pied cube ; ainsi il ne' s'agit que de mesurer les 
dimensions en pieds et parties du pied^ et les ayant multi- 
pliées (après les avoir réduites a la plus petite espèce)^ on 
réduira en lignes cubes, pouces cubes, pieds cubes, comme 
il a été dit ci-dessus, mais. en s'arrêtant aux'pieds cubes. 

Dans les bft^ments civils et les fortifications. Tissage est 
de réduire en 'solives. 

Par solive , on entend un parallëlipipede de 2 toises de 
liant sur 6 pouces d'équarrisage , ou 36 pouces carrés de 
base '1 ce qui est équivalent à un parallëlipipede d'une toise 
de bant sur un demi-pied carré ou 72 pouces carrés de base, 
et qui par conséquent contient 3 pieds cubes. 

On partage la solive en six parties, cbacune d'un pied de 
baot et de ^2 pouces carrés de base; et (chacune de ces 
parties s'appelle pied de soliv^e. On partage de même le pied 
de solive en douze parties d'un pouce de haut et '[^2 ponces 
carrés de base cbacune , qu'on appelle pouces de soliste , et 
ainsi de suite. 

Puisque la solive contient 3 pieds cubes, ou la 72^ partie 
d'une toise cube, et que ses subdivisions sont les mêmes que 
celles de la toise cube en toise-toise-pieds , etc. , il s'ensuit 
que le nombre qui exprimeroit un solide quelconque en 
solives et parties de solive est 72 fois plus grand que celui 
qui l'exprimeroit en toises cubes, toise- toise-pieds, etc. 

Ainsi , pour évaluer la solidité d'un corps en solives, il n'y 
a qu'à l'évaluer en toises cubes, toise-toise-pieds, etc., et 
multiplier ensuite le produit par ^2. Mais on peut éviter 
cette multiplication en faisant une réflexion assez simple. Il 
n'y a qu'à regarder l'une des dimensions comme douze fois 

Iplus grande, c'est-à-dire, regarder les lignes comme expri- 
mant des pouces, les pouces comme exprimant des pieds, 
1 et ainsi de suite ; regarder pareillement une autre- des trois 
l dimensiolis comme six fois plus grande , ou les lignes comme 
1 exprimant des demi-pouces, les pouces comme exprimant 
:des demi-piedsj alors multipliant ces deux nouvelles dimen- 
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sions. entre elles, et le produit parla troisième, on aura tout 
de suite la solidité en solives, pieds de solive, etc. Par exem- 
ple , si Ton a une pièce de bois de 8^ b^ 6' de long sur i' 7^ de 
large, et i** 5** d'épaisseur ; au lieu de i' 7**, je prends 3^ i', 
c'est-à-dire, douze fois plus, et au lieu de i^5^, je prends 
1^ 2^&y c'est-à-dire, six fois plus ; et multipliant 8'^ S'ô* par 
3*^ 1', puis le produit par i"^ 2.^ &^ je trouve 4©"^ o'"'' o''^ i"* 
qu'il faut compter pour 4o'*** 0^*0^1*, dont les pieds ^ pouces, 
etc. , sont des pieds, pouces, etc. de solive. 

Quelques toiseurs divisent autrement la solive. En se la r^prësea- . 
tant comme un parallélipipede de 2 toises de haut sur 36 pouces ca^ 
rés de base , ils la divisent en douze parties , qu'ils appellent des piedi; . 
ils divisent ce pied en 12 ppuces , et le pouce en trois parties, qirïh 
appellent chevilles. Ainsi leur^ied de solive est la moitié du pied de 
solive ordinaire; il eu est de même du pouce, et chaque cheviHe not 
a lignes de solive. ^ 

Piour les bois qu'on reçoit dans Fartillerie, on entend par éqo^ 
rissage le carré inscrit au cercle qu'on a pris pour base dans un cûrps ' 
d'arbre non équarri ou en grume. Ce carré , qui a pour diagonale le 
diamètre, est (i6'7) la moitié du carré du diamètre ou du carré cir-' 
conscrit. Comme les arbres vont en diminuant de grosseur à mesure. ^ 
qu'on s'éloigne du pied, on les regarde, dans la pratique, comme des 
cylindres de même longueur que le corps de l'arbre, mais d'un dia- 
mètre éixal à celui de l'arbre vers le milieu de sa hauteur. On diminue 
encore ce diamètre de quelques pouces , par rapport à l'écofce et à 
l'aubier ; mais cette diminution varie selon là nature des bois et le 
pays. 

Lorsqu'on a mesuré ce diamètre, on le rend douze fois plus grand, 
et on le multiplie par ce même diamètre rendu six fois plus grand j 
la moitié de ce produit , qu'on appelle base de solive du bois équarri, 
exprime, en sous-en tendant une toise de longueur, le nombre des 
solives et parties de solive que contient une toise de longueur de 
de l'arbre équarri. En sorte ^ue pour avoir le nombre total des so- 
lives de cet arbre , il ne s'agit plus que de multiplier par le nombre 
des toises et parties de toise de sa longueur. 

Et pour avoir le nombre des solives du même arbre en grume , oh 
raulti])lie le carré du diamètre rendu 7!* fois plus grand , comme il 
vient d'être dit par -y-, et on en prend moitié ; ce qui donne la surface <ki 
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cercle qui iert de base au cylindre dont ]a solidité est prise ponr celle' 
de l'arbre; on appelle cette surface biise de soli*>è du bois' en grume. 
Enûn on multiplie cette base de solive par le jiombre des toises et par- 
ties de tois^ de la longueur de Tarbre. 



EXE1IPI.E. 



On demande la base de solive , tant équarrie qu*en grume^ pour 
un arbœ de a 5 pouces de diamètre. 

A 25 pouces je substitue 25 pieds, ou 4^ ^^ 

D'un autre cÀté , à a5 pouces , je substittic ^5 
demi-pieds, ou 2 o 6^ 

démultiplie Tun par Tautre, et j'ai ^tt^tp^tp 

dont la. moitié. 4 2 o 6^ 

. comptée en solives , donne pour la base de solive 

équarrie . . 4'*** 2** 0^6* 

Puis , pour avoir la base de solive en grume , je 
multiplie i»r ^ la quantité 8^ 4^^ 8^? ; ce qui 

donne ,3tt3tp iqTp^ti 

dont la moitié 6 4 11 i 

comptée en solives , donne pour la base de solive 

en grume 6'**' 4 ^ 1 1' i' 

I 

Des Rapports des Solides en général. 

202. Comparer deux solides, c'est chercher combien de 
fois le nombre de mesures d'une certaine espèce, contenues 
dans r;iin de ces solides, contient le nombre de mesures de 
même espèce contenues dans Tautre. 

263. Deux prismes, ou deux cylindres y ou un pnsme et 
un cylindre , sont entre eux comme les produits de leur base 
par leur hauteur. Cela est évident, puisque chacumde ces 
solides est égal an produit de sa base par sa hauteur, quelle 
que suit d'ailleurs la figure de la base 

Donc les prismes ou les cylindres, ou les prismes et les 
cylindres de même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases; et les prismes et les cylindres de même base^sont 
entre eux comme leurs hauteurs. Car le rapport des produits 
4es bases par les hauteurs ne change point, lorsqu'on y omet 
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le facteur commun qui s'y trouve, lorsque la base ou la 

hauteur se trouve être la même dans les deux solides. 

Donc deux pyramides quelconques, ou deux cônes j ou 
une pyramide et un cône, sont ^ans le rapport des hauteurs, 
lorsque les bases sont égales ; car ces solides sont chacun le 
tiers d'un prisme de même base et de même hauteur (24^). 

264- Les solidités des pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes des hauteurs de ces pyramides^ ou, 
en général, comme les cubes de deux lignes homologues de 
ces pyramides. 

Car deux pyramides semblables peuvent être représentées 
par deux pyramides telles quel ABC D F, labcdf(ûg. ri5), 
puisque ces deux pyramides sont composées d*un même 1 
nombre de faces semblables chacune a chacune, et sçmbla- 
blement disposées. Puis donc que deux pyramides sont en 
général comme les produits de leurs bases par leurs haa* 
teurs, les bases qui sont ici des figures semblables, étant i 
entre elles comme les carrés des hauteurs 1^,1 p (202), les i 
deux pyramides seront entre elles comme les produits des ^ 
carrés des hauteurs par les hauteurs mêmes; car on pourra 
(99) substituer au rapport des bases celui, des carrés des 
hauteurs. Et puisque (2i3) les hauteurs sont proportion- 
nelles a toutes les autres dimensions homologues , leurs 
cubes seront donc aussi proportionnels aux cubes de ces 
dimensions homologues (Ârith. 191); donc, en général, 
deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes 
de leurs dimensions homologues. 

2 65. Donc , en général, les solidités de deux corps sem-. 
blables sont entre elles comme les cubes des lignes homo- 
logues de ces solides. Car les solides semblables peuvent être 
partagés en un môme nombre de pyramides semblables 
chacune à chacune ; et comme deux quelconques de ces 
pyramides semblables seront entre elles eu même rapport, 
puisqu'elles sont entre elles comme les cubes de leurs di- ^ 
-mensions homologues, lesquelles sont en même rapport que 
cZeux autres dimensions homologues quelconques, il s'ensuit 
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jne la somme des pyramides du premier solide sera à la 
loinme des pyramides du second , aussi dans le même rap- 
port des cubes des dimensions homologues. 

Doâc les solidités des sphères sont entre elles comme les 
"iubes de leurs rayons ou de leurs diam.etres. 

Donc y. en se rappelant ^ut ce qui a précëdé, on voit^ 
1^ que les contours des fig^res semblables sont dans le rap- 
port simple des lignes homologues; 2^ que les surfaces des 
figures semblables sont entre elles comme les carres des 
c(ytés ou des lignes homologues ; 3^ que les solidités des 
corps semblables sont entre elles comme les cubes des lignes 
homologues. 

Ainsi^ si deux corps semblables ^ deu^ sphères, par exem* 
pie, ayoient leurs diamètres dans le rapport de i a ^^ les 
circonférences de leurs grands cercles seroient aussi dans 
le rapport de .1 à 3 ; les surfaces de ces sphères seroient 
comme i à g^ et les solidités comme i a 27, c'est-à-dire, que 
U circonférence d'un des grands cercles de la première 
vaudroit trois fois celle d'un des grands cercles de la se- 
conde ; la surface de la première vaudroit neuf fois celle de 
la seconde, et enfin la première sphère vaudroit«e^ sphères 
telles ^ue la seconde. 

Donc, pour faire un. solide semblable à un autre , et dont 
la solidité soit à celle de celui-ci dans un rapport donné, 
far exemple, dans celui de 2 à 3 , il faut lui donner des di- 
mensions telles, que le cube de Tune quelconque de ces 
dimensions soit au cube d'une dimension homologue du 
solide auquel il doit être semblable, comme 2 est à 3. Par 
jexemple, si l'on a une sphère q^ui ait 8 pouces de diamètre , 
et qu'on demande quel doit être le diamètre d'une sphère 
qui en seroit les deux tiers, il faudra chercher le quatrième 
terme de cette proportion , i : j ou 3 I 2 I : le cube de 8 , 
:c*c8t-k-dîre , ; * 5i2 est à un quatrième terme. Ce quatrième 
terme, qui est 34i j? sera le cube du diamètre cherché : c'est 
pourquoi, tirant la racine cubique^ (Arith. iSg), on aura 
!6',99 pour ce diamètre, c'est-h-dire , 7' à très peu prèsj c* 

f. «£OM£TIlIE. ' 1^ 
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qu'on peut tërifier aisément en cette manière. Gherclioiii 
quelles sont les solidités de deux sphères y Tune de 8 pouces, 
l'autre de 'j pouces de diamètre. La circonférence de leur 
grand cercle se tronrera par ces deux proportions (iSa)^ 

7 : asr : ; 8 : 
7 : 22 :;*7: 

Les quatrièmes termes sont aS y et 22 ; multipliant cei$ cir- ■ 
conférences chacune par son dîamelre , on aura (222) les 
surfaces de ces sphères , lesquelles seront par cons^Qent 
201 j et i54; enfin multipliant ces surfaces par le tiers de 
leur rayon , c'esl-à-dîre, respectivement par le sixième de 8 
et de 7 5 on aura pour les solidités 268 ^, et 179 ^, dont le 
rapport est le même que celui de ^\^ l ■^^, en réduisant eH 
fractions, ou en multipliant les deux termes de la dernière 
fraction par 7 ; et supprimant le dénominateur commun, k- 
même, que de 5632 à 3778; or.(Arith. 167), le rapport de 
CCS deux quantités est i -j—- , c'est-h-dire , en réduisant en 
décimales , i , 49 5 ^^ 1® rapport de 3 à 2 est i , 5 ou 1 , 5e 
(Arith. 3o) ; la différence n'est donc que d'un centième; 
cçtte différence vient de ce que le diamètre n^est calculé 
qu'a-peu-près ; d'ailleurs , le rapport de 7 a 22 n'est pas 
exactement celui du diamètre à la circonférence. 

Dans les corps composés de la même matière, les poids 
sont proportionnels a la quantité de matière ou à la «olîditëj ' 
ainsi, connoiiïsant le poids d'un boulet d'un diamètre connUi 
pour trouver celui d'un boulet d'un autre diamètre et de le ; 
même matière , il faut faire cette proportion : Le cube d* '< 
dihmctre du boulet dont le poids est connu, est au cîibe d«-; 
diamètre du second, comme le poids du premier est a uli 
quatrième terme qui sera le poids du second. 

Ces principes peuvent servir à résoudre plusieurs questions del« 
nature des suivantes. 

jo* Connaissant le poids d'un pied cube de poudre , trouver le câti 
€t un fourneau cubique qui doit contenir un poids donne' de poudre > 

Les poids de différents volujnes d'une même espèce de mAtietl 
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étant proporticMitiels a ces yolumeft , sont proportionnels aax cubes 
de leurs, dimensions , lorsqu'ils sont semblaMes. 

Ainsi , supposant que le pied cube de poudre contienne 64tb, si 
Ton veut avoir le côté d'un fourneau cubique contenant lotb de 
poudre, on fera cette proportion, 64 : 10, comme le cube de i est à 
un quatrième terme qui sera le cube du côté cherché , lequel sera donc 
;-2, dont la racine cubique ^, ou 6^ 538, ou o"* 6? 5' est le côté 
cherché. ^ 

Si dans cette opération on veut employer les logarithmes, an logà* 
inthme de 10 on ajoutera ( Arith. a4a) le compléifaent arithmétique du 
logarithme de 64 ; ce qui donne 9,193820 , à la caractéristique duquel 
(Arith. a4a) j'ajoute 20 ; et prenant le tiers de la somme 29,193820, 
j'ai 9,731273 pOFur le logarithme de la racine cubique , ou du côté 
cherché : la caractéristique étant trop forte de dix unités. Je la diminue 
donc d'autant d'unités qu'il est nécessaire pour trouver le reste dans 
les tables , et je trouye 5386 pour le nombre qui correspond au loga- 
'rithme restant 3,731273, dont la caractéristique étant trop forte 
encore de quatre unités , me fait connoître que le i^ombre cherché 
est, a moins d'un dix-millieme près, o,5386 , qui donne , comme ci- 
dessus, o'®^5*. 

Dans l'exemple précédent , nous avons pris 64 tt pour le poids d'un 
pied cube de poudre ; et ce Test en effet à-peu-près. Mais dans les 
charges des fourneaux on ne doit pas compter sur ce pied , à cause 
de la paille, des sacs à terre, etc. qu'on emploie nécessairement. Mais 
en supposant qu'on emploie toujours de ces derniers proportionnel- 
lement à la quantité de poudre, il suffit de Savoir, une fois pour 
tontes , quel est le poids de la poudre qui entre dans un fourneau 
d'nn pied cubique , pour pouvoir déterminer de la même manière le 
côté de tout autre fourneau qui contiendroit un poids connu de pou- 
dre y avec les autres matières qui doiyent y entrer. 

20 Connaissant les poids de deux boulets , et le diamètre de Vun , 
pour avoir le diamètre de Vautre , on se conduira comme il suit. 

Par exemple , le diamètre du boulet de 24 est de 5* 5* 4^"ou 5^,44 4 ; 
on demande le diamètre du boulet de 12. 

Les solidités doivent donc être :: 24 : 12 ou :: 2 : 1. Donc le» 
cobes des diamètres doivent aussi être :: 2 : 1 ; ainsi, du triple du 
logarithme de 5,444 1 je retranche le logarithme de 2 , etf ai 1,906724, 
dont le*tiers o,635575 ^ cherché avec une earaçt^risticjaei^usfbtlt d* 



,i48 ELEMENTS 

trois unités , répond à 43a i ; donc le diamètre cherché est del^^Z^i^ 
ou 4' 3' 10 p". 

Si Ton n*avoit pas de tables de logarithmes, on cuberoit5',444î e* 
TavanX divisé par a , on extrairoit la racine cubique du quotient. 

Par les mêmes principes, on peut résoudre les deux questions sui- 
vantes; mais le principe donné (246) peut en fournir encore une so- 
^ lution plus facile conmie il suit. 

Trouver le diamètre d^une sphère qui aurait une solidité connue. 
Par exemple , pour faire une sphete qui contienne 1 o pieds cubes dé . 
matière , on fera cette proportion , 11 : ai :: 10 est à un quatrième \ 
terme , qui sera le cube du diamètre cherché ; extrayant donc la racine i 
cubique de ce quatrième terme , on aura le diamètre. 

Si on opère par logarithmes , on trouvera comme il .suit : 

Log. 10 1,000000 t 

I 

Log. ai. . , 1,322219 



Somme 2,322219 

Log. II i,o4i39Î , * 



Reste 1,280826 

dont le tiers ' 0,426942 

étant cherché avec une caractéristique plus forte de trois nnités , 
donne 2^,67 3 , ou 2^ 8? o' 1 ip" pour le diamètre cherché. 

Le même principe peut élre employé à déterminer le diamètre du 
halles de plomb, suivant leur nombre y à la livre. 

Par exemple , sachant que le pied cube de plomb pesé 828 fc , oa 
demande le diamètre d'une balle de seize à la livre. 

Puisqu'il doit y. en avoir sfeize dans la livre , il y en aura dottC; 
seize fois 828, ou 13248 dans un pied cube ; la solidité de chacune 
sera donc la -~^^ partie d'^n pied cube. Je fais donc cette propor- 
tion. Il ; 21 :: 757^ est à un quatrième terme qui sera le cube dnj 
diamètre cherché; ou bien, réduisant le pied cube en lignes cubes, je ft 

!••.... ,.' 1728X1728 .' 1 

fais cette proportion, 11 : 21 :: ^^ ^ ^'^^ ■ est à un quatrième terme] 

1728X1728X21 
qui sera / — . 

^ ;bX 828X11 

Opérant par lo|[arithmes , hc 
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Log. i6, , •••... i,ao4iao 

Log. 8a8 ~. . 2,91 8o3o 

Log. Il 1,041393 



Somme 5,i63543 



Log. 1728 6,475o88 

Log 21 1,322219 



Somme • . 7,797307 

5,163543 



Différ. des 2 sommes. 2,633764 
dont le tiers 0^877921 



étant cherchée avec une caractéristique plu» forte de deux unités 
seulement, donne 7',55 , ou 7* 6^" | pour le diamètre de chaque 
balle. 

Puisque les surfaces dçs corps semblables sont entre elles comme 
les carrés des lignes homologues , les lignes homologues seront donc 
entre elles comme les' racines carrées de ces surfaces ; et les solides 
qui sont comme les cubes des lignes homologues , seront donc comme 
les oubes des racines carrées des surfaces. Les surfaces seront donc 
aussi entre elles comme les carrés des racines cubiques des soli- 
dités. 

Nous avons vu (162) que dans deux vaisseaux parfaite- 
ment semblables, les voilures seroient comme les carrés des 
haiiteurs des mâts, et par , conséquent, avons- nous dit, 
comme les carrés des longueurs des navires, parceque toutes 
les dimensions homologues des solides semblables sont en 
même rapport. Or, on voit ici que les poids des solides sem- 
blables et de même matière sont comme les cubes des di- 
mensions homologues ; on voit donc que si deux navires 
semblables étoient mâiés proportionnellement,'les quantités 
de vent qu'ils 'pourroient recevoir seroient comme les carrés 
de leur longueur, tandis que les poids seroient comme les 
cubes ; et comme la raison des carrés n'est pas la même , et 
est plus petite que celle des cubes , ainsi qu'il est facile de 
s'en convaincre, cette seule considération fait voir que la 
voilure qui seroit. propre pour un certain navire , ne le se- 
roît pas pour un navire plus petit, si l'on d\m\n\xo\X. t^to^qx- 
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tionnellement les deux dimensions de cette voilure. Il j a 
encore d'autres coûsidératiojtis a ^ire entrer dans Texamen 
de cette question , qui appartient proprement à la méca- 
nique. Nous ne nous proposons ici que de préparer les es- 
prits à prévoir les usages qu'on peut iaire des principes éta- ' 
blîs jusqu'ici, pour la discussion de ces sortes de questions. 
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DE LA TRIGONOMÉTRIE. 



^6d. 1u£ mot trigonométrie signifie mesure des triangles. 
Mais on comprend généralement sous ce nom Fart de dé- 
terminer les positions et les dimensions des différentes 
parties de l'étendue , par la connoissance de quelques unes < 
de ces parties. 

Si Ton eonçoitvque les différents points qu'on se repré- 
sente dans un espace quelconque , soient joints les uns aux 
.^ iBPtres par des lignes droites y il 6a présente trois choses k 
considérer^ i^ la longueur de ces 4îgnes ; 2^ les angles 
qu'elles forment entre elles; 3P les angles que forment 
entre eux les plans dans lesquels ces lignes sont ou peuvent 
être imaginées comprises. C'est de la comparaison de ces 
trois objets que dépend la solution de toutes les questions 
qu'on peut proposer sur la mesure tie l'étendue et de ses 
parties; et l'art de déterminer toutes ces choses par la con- 
noissance de quelques unes d'entre elles, se réduit a la réso- 
lution de ces deux questions générales. 

1^ Connoissant trois des six choses, angles et côtés, qui 
entrent dans un triangle rcctiligne, trouver les trois autres, 
lorsque cela est possible. 

7? Connoissant trois des six choses qui composent un 
triangle sphérique, c'est-h-dîre , un triangle formé sur la 
surface d'une sphère par trois arcs de cercle qui ont tous 
trois pour centre le centre de cette même sphère, trouver . 
les trois autres, lorsque cela est possible. 

La première question est l'objet de la trigonométrie qu*on 
nomme trigonométrie plane, parceque les six choses qu'on 
y considère sont dans un même plan : on la nomme aussi 
trigonométrie rectUigne. 
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La seconde queslion appartient à la trigonométrie splié^ 
rique. Les six choses qu'on y considère sont dans des plans 
différents, comme nous le verrons par la suite. 

De la Trigonométrie plane ou rectiligne. 

20^ • La trigonométrie plane esl une partie de là géomë- 
trie qui enseigne à déterminer ou à calculer trois des six 
parties d^un triangle rectiligne par la connoissance des trois 
autres parties , lorsque cela est possible. 

Je dis, lorsque cela est possible, parceque si l'on ne con- 
noissoit que les trois angles, par exemple, on ne ponrroit ■ 
pas déterminer les c6iés. En effet , si par un point D pris a 
volonté sur le c6té AB du triangle ABC (iig. i4o)> dont je 
suppose qu'on connoisse les trois angles, on mené D£p«T 
rallele à BC, on aura un autre triangle A DE qui aora 
mêmes angles que le triangle ABC (3;); et on Yoitqii*èJj 
en peiit former ainsi une infinité d'autres qui auront les 
mi^mes angles. Il faudroît donc que le calcul donnât tout a- 
la-fois une iufinitc de côtés différents. 

La question est donc alors absolument indéterminée., 

Nous verrons cependant que si l'on ne peut déterminer 
les valeurs des c6tés , on peut du moins déterminer leur 
rapport. 

Mais lorsque parmi les trois cboses connues ou données 
il entrera un coté, on peut toujours déterminer tout le 
resle. Il r a cependant un cas où il reste quelque cliose 
d'indéternuuê : le voici. Supposé que dans le triangle ABC 
(fig. 141 ) on connoisse les deux côtés AB et BC, et Tangle 
A opposé à l'un de ces côtés, on ne peut déterminer la va- 
leur de Tangle C, ni colle du côté AC, qu'autant qu'on saura 
si cet angle C est aigu ou obtus; en effet, si Ton conçoit 
que du point B couime centre, et d'un rayon égal au côté 
BC, on ait décrit un arc CD, et que du point D, où cet arc 
rencontre AC, ou ait lire BD«on aura un nouveau triangle 
ABD, dans lequel ou connoUra les mêmes choses qu'on 
tonnrît daiis lo liiuugW \BC; savoir, l'angle A, le côté AB 
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' et le cbxé BD égal à BC : on a donc ici les mêmes choses 
pour dëterminer l'angle BD A, qu^oii a voit dans le triangle 
A. BG pour déterminer Tangle C. ' 

Mais il y a celte différence entre ce cas-ci et le précédent, 
qu'on pént ici assigner la valeur de Tanglc C et de Tangle 
B DAy comme nous le verrons ci-après : la seule chose qui 
soit indéterminée, c'est de savoir laquelle de ces deux va- 

• leurs on doit adopter, et par conséquent quelle figure doit 
avoir le triangle. Il faut donc, outre les trois choses don- 

! nées , savoir encore si Tangle cherché doit être aigu ou obtus. 

, Aif reste, on peut remarquer en passant que les deux angles 

^ C et BD A dont il s'agit, sont supplément l'un de l'autre; 

i car BDA est supplément de BDC qui est égal h l'angle G, 

[ pareeqoe le triangle BDG est isocèle. 

IXOo* Ce ne sont pas les angles mêmes qu'on emploie dans 
le calcul des triangles; on substitue aux angles des ligues, 
qui , sans leur être proportionnelles , sont néanmoins propres 
à. représenter ces an^s, et sont d'ailleurs plus commodes 
à employer dans le calcul, parceque, comme nous le verrons 
cl--après, elles sont proportionnelles aux côtés des triangles : 
il convient donc, avant que d'aller plus loin, de faire con- 
noitre ces lignes , et de faire voir comment elles peuvent 
tenir lien des angles. 

Des Sinus, Cosinus, Tangentes , Cotangentes^ Sécantes 

et Cosécantes. 

!209* La perpendiculaire AP (fig. 142) abaissée de l'ex- 
trëmitë d'nri arc AB sur le rayon BG qui passe par l'autre 
extrémité B de cet arc , s'appelle le sinus droit, ou simple- 
ment le sinus de Tare A B ou de l'angle A C B. 

La partie BP du rayon , comprise entre le sinus et l'extré- 
mité de l'arc, s'appelle le sinus-verse, 

La partie BD de la perpendiculaire k Texlrémitc du 
rayon, interceptée entre ce rajon BC et le rayon CA pro- 
longé , s'appelle la ta7?gente de l'arc AB ou dcYaiv^c N.Çj[^. 
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sachant quel est le n'ombre de degrés 61/ minutes de cet 
angle, on trouveroit dans là table quel est le nombre de,par* ' 
ties de la perpendiculaire ou du sinus AP qui répoild a ce' 
nombre de degrés^ et alors , en vertu des triangles sembla- 
bles CAP, CDE, on auroit cette proportion, CA ; AP ;î 
CD ; DE, par laquelle \\ seroit facile de calculer DE, {mi^ 
que les trois premiers termes C A, A P et CD sont conniri; 
savoir, C A et A P par les tables , et C D est donné en piedi* ^ 

On voit par là quelles sont ces lignes que nous avons dif 
ci-dessus (268) pouvoir être substituées aux angles dans b 
calcul des triangles ; ce sont les sinus. 

^^o. Mais les sinus ne sont pas les seules lignes qti'oè 
emploie; on fait usage aussi des tangentes, et même dessé^' 
cantes.' Ces lignes sont faciles à calculer, quand une foisov 
a calculé tous les sinus ; car, comme le triangle CPA et M 
triangle CBD (fig. 142) sont semblables, on en peut Çtfer 
ces deux proportions : 

CP;PA::CB:BD 
elCP:CA;:CB;CD; 

e'est-k-dire, en disant attention que CP est égale h AQ, 

co^ AB : sinAJ^ !: R : tangKB 
et co^ AB : R : ; R : 5ec AB. 

Or, on voit que dans chacune de ces deux proportions^ 
les trois premiers termes sont connus, lorsqu'on connolC 
tous les sinus, puisque le cosinus d'un arc n'est autre chose 
que le sinus du complément de cet arc : il sera donc aisé d'en 
conclure (Arith. 179) la valeur du quatrîeipe terme de cha- 
cune)^ et par conséquent des tangentes et des sécantes, et 
par conséquent aussi des cotangenles et des cosécantes, qui 
ne sont autre chose que des tangentes et des sécantes dé 
complément. 

îi^9' ^^ reste, les deux dernières propoirtions que nous 
venons d^établîr ne sont pas seulement utiles pour le calcul 
des tangentes et des sécantes, elles sont encore d'un grand 
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' %^ Qne ie sinus-averse 6P est égal à la differ^ce entre le 

*ayon et le cosinus, 

3^ Q«e le sinus d'un arc quelconque AB est la moitié de 

la coriUf àkQfJPun arc doubla ÂBG. Car le rayon GB étant 

perpendiculaire sur la corde A G, divise cette corde et son 

arc en deux parties égales (5â). 

27 1 • De cette dernière proposition ^ il suit que le sinus 
de 3o^ vaut la moitié du rayon; car il doit être la moitié de 
la corde de 60% ou du côté de Thexagone, que nous^yons 
VQ (93) être égal au rayon. 

2'J'i* La tangente de 45^ est égale au rayon. Car si l'angle 
AGB est de45^ comme Tangle CBD est droit, TangleCDB 
vaudra aussi 45^ ; le triangle CBD sera donc isocèle , et par 
coniëquent BD sera égal à CB. 
;2y3. A mesure que Tare AB ou Tangle ACB augmente, 
son sinus AP augmente, et son cosinus AQ ou CP diminue 
jusqa'à ce que Far-c A B soit devenu de 90^ ; alors le sinus 
AP devient F C, c'est-à-dire, égal*au rayon, et le coginus 
est &éro, prireeque le point A tombant en F, la perpendicu* 
laire AQ devient zéro. 

A l'égard de la tangente BD et de la cotangente F E , il 
est visible qne la tangente BD augmente continuellement, 
et ^le la cotangente au contraire diminue ; mais Tune et 
Tiutre, de manière que quand l'arc AB est devenu de 90^, 
M tangente est infinie , et sa cotangente est zéro : en effet , 
plus lare AB devient grand, plus le point D ^'éleve au-dcs- 
SQsde BC; et quand le point A est infiniment près de F, les 
deux lignes CD et BD sont presque parallèles, et ne se ren- 
contrent plus qu'à une distance infinie ; donc BD est alors 
infinie ; donc elle l'est quand le point A tombe sur le 
point F. 

274, Ainsi , pour Varc de 90°, le sinus est égal au rayon , 
fc cosinus est zérp^ la tangente est infinie y et la cotangente 
est zéro. 
Comme le sinus de 90° est le pins grand de tous les sinus, 

on l'appelle, pour le disti/iguer des autres^ sinus total-, ^\\ 
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lution des triangles, il ne nous reste plus qu'à parler de leur 
formation, c'est-à-dire, de la méthode par laquelle on a 
^calculé ou pu calculer les sinus, etc. Nous nous y arrêterons 
d'autant plus volontiers, que les propositions que nous avons > 
à établir sur ce sujet nous serviront ailleurs. 

281. Pour ai^ûir le cosinus d'un arc dont le sinus est 
connu, il faut retrancher le carré du sinus, du carré da > 
rayon, et tirer la racine carrée du reste. Car le cosinus A.Q à 
(fig. i4^) est égal a PC qui est côté de Fangle dr4)it dans le 1 
triangle rectangle APC, dont ou c on n oit alors Tliypothé* 
nuse A C et le côté A P ( 1 66). 

Ainsi, si Ton demandoit le cosinus de 3o^ ; comme noni 
avons vu (^271) que ce^sinus est la moitié du rayon que nom, 
supposerons ici de 1 00000 parties , ce sinus seroit 5oooo.f; 
retranchant son carré aSoooooooo du carré lOooooooooQ , 
du rayon, on a 7500000000, dont la racine carrée 866o3 ': 
est le cosinus de 3o^, ou le sinus de 60**. 

282. Connoissant le sinus d'un arc' A. B (fig. i45 ) , /Hwr 
ai^oir celui de sa moitié, il faut d'abord calculer le connus 
de ce premier arc ; ce cosinus étant calculé , on le retrsD- 
cliera du rayon, ce qui donnera le sinus-verse BP : on car- 
rera la valeur de BP, et on ajoutera ce carré avec celui du 
sinus AP; la somme (166) sera le carré de la corde AB; 
tirant \a racine carrée de cette somme, on aura AB, dont la 
moitié. est le sinus BI de Tare BD moitié de AB (270). 

200. Connoissant le sinus BI d^un arc BD (fig. i45)> 
pour trouver le sinus A.V du douifle ADB c/e cet arc, on. 
calculera le cosinus CI de BD, et on fera cette proportion, 
R : co^BD : : 2 sin BD : ^//i ADB, dans laquelle les troi* 
premiers termes seront alors connus,, et dont il sera facile 
de calculer le quatrième. 

•Cette proposition est fondée sur ce que les deux triangles 
CBI et B AP sont semblables, parceque, outre Tangle droit 
eu P et eu I, ils ont d'ailleurs Tangle B commun ; ainsi ona 
CB : CI :: AB : AP. Or, ci (270) est le cosinus de BD, 
et A B le double de BI sinus de BD, A P. est le sinus de 
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^.DB, etCB est le rayon j donc R : coj BD :: 2 sin DB */ 
sin ADB. 

2o4* Connoissantles sinus de deux arcs AB, AC (Cg. i4G)) 
pour trouver le sinus de leur somme ou de leur différence , 
il faut, après avoir calculé (281) les* cosinus de ces mêmes 
arcSy multiplier le sinus du premier par le cosinus du second, 
elle sinus du< second par le cosinus du premier. La somme 
deces de^jix produits, çlivisée parle rayon, sera le sinus de 
k somme des deux arcs; et la différence de ces mêmes pro- 
duits, divisée par le rayon , sera le sinus de la différence de 
ces mêmes arcs. 

Faites Tare AD égal à Tare AC, tirez la corde CD, le 
nyon LA qui divisera cette corde en deux parties égales au 
point I; des points C, A, I et D, abaissez les perpcndicn- 
Uires CK, AG, IH, DFsur BL; enfin, des points! et D, 
menez IM et DN parallèles à BL. Puisque CD est divisée 
en deux p/irti^s égales en I, CN sera aussi divisée en deux 
parties égales en M (102). 

Cela posé, CK, qui est le sinus de BC somme des deux 
arcs, est composé de KM et de MC, ou de IH et de MC; 
DF, qui est le sinus de BD différence des deux arcs, est 
égal à KN qui vaut KM moins MN, c'est-à-dire, 111 moins 
6 M : ainsi, pour trouver le sinus de la somme, il faut ajou- 
ter la valeur de MC à celle de lïl, et au contraire Ten re- 
trancher pour avoir le sinus de la différence. 

Or, les triangles semblables LAG, LIH donnent LA * 
LI:: AG: IH, c'est-à-dire, R rco^AG;: sinkV>: IH; 

5W A B X C05 A C 
donc (Arith. 179) 111 vaut g^ . 

Les triangles LAG et Cl M semblables, parcequ'e» vertu 
de la construction qu*on a faite ils ont les côtés perpendi- 
culaires Tun à l'autre, donnent (112) LA : LG I! CI ; MC, 

ou R : cos AB ; : ^z/2 AC : MC; donc M C vaut ; 

. sin A C X cos A B sin A B X cas A C 

donc il faut ajouter jt avec g— pour 

GEOMETRIE. • L 
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avoir le sinus de la somme, et Ten retrancher au contraire 
pour avoir le sinus de la différence. 

285* Pour avoir le cosinus de la somme ou de la dijfé* 
rence de deux arcs dont on connoît les sinus, il faut, après 
avoir calculé (281) les cosinus de chacun de ces den£ arcs, 
multiplier ces deux cosinus Tun par Tautre ; multiplier pa- 
reillement les deux siuus ; alors retranchant le second pro- 
duit du premier, et divisant le reste parle rayon, on auraie 
cosinus de la somme des deux arcs. Au cont^^aire, pour avoir 
celui de la différence, on ajoutera les deux produits, et oa 
en divisera la somme par le rayon. Car, puisque DC eit 
coupée en deux parties égales en I, FK sera coupée ea 
deux! parties égales en H;.or LK, qui est le cosinus deb ^ 
somme, vaut LH moins HK, ou moins IM; et LF, quiot 
le cosinus de la différence, vaut LH plus HF, ou LH ploi 
HK, ou enfin LH plus IM; voyons donc quelles sont lei 
valeurs de L H et de IM. 

Les triangles semblables LGA, LHI donnent LAlU 

::LG:LH; 

Cest-à-dire, R .* coskC l ; co^ AB : LH; 

cosACy, cos AB 
Donc L H vaut . 

I^es triangles semblables LA G, CIM donnent LA l AG 

::ci:iM; 

Cest-a-dire , R : ^iw A B : : sin A C ; I M ; 

sin AB X sin A G 

Donc I M vaut g . 

Il faut donc , pour avoir le cosinus de la somme^ retrancher 

sinAB X sin AC cos AB y, cos AC . . 

j, de g ; et au contraire lajoateri 

pour avoir le cosinus de la différence. 

286/ ta somme des sinus de deux arcs AB, AC (fig. 147) 

est a la différence de ces mêmes sinus, comme la tangerU» 

de la moitié de la somme de ces deux arcs est à la tangenlt\ 

de la moitié de leur différence; c'est-à-dire, que sin AB + 

• A i^ . • A 15 • Ao . ABh-AC. AB~.AG 

sin AC l vm AB — sm AG : ; tang ; to/tg 
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Âpres avoir lîrë le diamètre AM , portez l'arc ÂB de A 
en D, tirez la corde BD qui sera perpendteulaîre sur AM. 
Par le point C, tirez CP perpendiculaire, et CF parallèle à 
AM. Du point F, menez les cordes FB et FD, et d*un 
rayon FG égal a celui du cercle BAD, décrivez Tare IGK 
rencontrant CF en G, et en ce point G, élevez HL per- 
pendiculaire à CF; les lignes GH et GL sont les tangentes 
desangleê GFH et GFL, ou CFB et CFD, qui, ayant 
leurs sommets k la circonférence, ont pour mesnre la moitié 
des arcs GB, CD sur lesquels ils s'appuient (63), c'est-à- 
dire, la moitié de la différence BC, et la moitié de la somme 
CD des deux arcs AB, AC; ainsi G L et G H sont les tan- 
gentes de là moitié de la somme, et de la moitié de la diffé- 
rence de ces mêmes arcs. 

Cela posé, il est visible que DS étant égal a BS, la ligne 
DE vaut BS H- SE ou BS-I-CP, c'est-à-dire, la somme des 
sinus des arcs AB, AC ; pareillement , BE vaut B S — SE 
ou BS — CP, c'est-à-dire, la différence des sinus de ces 
mêmes arcs. Or, à cause des parallèles BD,HL,ona(ii5) 
DE.BE;;LG:GH; 

' . . AB-4-AG 
Donc sin AB + sin AC l sin AB — sin AC ; ; tang — 

AB — AC 

28^. Donc la somme des cosinus de deux arcs est à la 
différence de ces cosinus , cojnme la cotaiigente de la moitié 
de la somme de ces deux arcs est a la tangente de la moitié 
de leur différence. 

Car les cosinus n'étant autre chose que des sinu^ de 
complément, il suit de la proposition précédente que la 
somme des cosinus est à leur différence, comme la tangente 
<dela moitié de la somme des compléments est à la tangente 
de la moitié de la différence des mêmes compléments : or, 
la moitié de la somme des compléments de deux arcs est le 
complément de la moitié de la somme de ces deux arcs 3 et 
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la demi -différence des compléments est la même que la 
demi-différence des arcs; donc, elc. 

Uo8. Les trois principes posés (271 , 282 et 284) suffisent 
pour concevoir comment on pourroit s'y prendre, pour 
former une tiible des sinus. En effet , on connoit le sinus 
de 3o^parce qui a été dit (271); et parce quia été dit (282), 
on peut trouver celui de i5°, et successivement ceux de 
7^3o', 3^^ 45', 1^52' 3o", o*>56'i5'', o*> 28' 7" 3o'", 0° 4' 
3'' 45'", o^7'i''52'"3o^ 

Cela posé, on remarquera que quand les arcs sont fort 
petits^ ils ne différent pas sensihlement de leurs sinus, et 
sont par conséquent proportionnels à ces sinus; ainsi, pour 
trouver le sinus de i', on fera cette proportion : Uarc it 
0° 7' 1'' 52''' 3o'* esta l'arc de 0° i', comme le sinus de ce 
premier arc est au sinus de 1'. 

Si dans ce calcul on suppose le rayon de 1 00000 parties 
seulement, il faudra calculer les sinus des arcs que ooas 
venons de rapporter, avec trois décimales, pour être en 
droit d'en conclure les suivants à moins d'une unité près; 
alors on remontera facilement aux autres en cette manière. 

Depuis i' jusqu'à 3° o', il suffira de multiplier le sinus 
de i' successivement para, 3, 4, 5, etc., pour avoir les sinus 
de 2', 3', etc., jusqu'à 3°, à moins d'une unité près. 

Pour calculer les sinus des arcs au-dessus de 3** o', on fera 
usage de ce qui a été dit (284); mais on abrégera considé- 
rahlement le travail en ne calculant ces sinus, par ce prin- 
cipe , que de degrés en degrés seulement. Quant aux minâtes 
intermédiaires, on y satisfera en prenant la différence des| 
sinus de deux degrés consécutifs; et formant cette propor- 
tion : 60 minutes sont au nombre de minutes dont il s'aatf 
comme la différence des sinus des deux degrés "vofsins estin 
à un quatrième terme , qui sera ce qu'on doit ajouter au ^1 
petit des deux sinus pour avoir le sinus du nombre de degrés 
et minutes dont il s*agit. Par exemple, si , ajprès avoir troa 
que les sinus de 8^ et de g° sont 13917 et i5643y je vool 
avoir le sinui de B*^ 17-, je 'pjfeii(^i«!fa['dif£^rêocai7a6 

r. 
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ces sinus, et je carçuleroîs le qiialneme terme crime propor- 
tion dont les trois premiers sont 60' l 17' T I 1726 l 

Ce quatrième terme, qui est 489 à très peu près, étant 
ajouté a 13917, donue i44^6 pour le sinus de 8^ i-j', tel 
qujl est dans les tables, a moins d'une unité près. 

La raison de cette pratique est fondée sur ce que lorsque 
lare KL (fig. 129) est petit, comme de 1", par cxemjdc, les 
différences LM, Im des sijius LF, III sont à-peii-près pro- 
portionnelles aux différences KL, Kl des arcs corresppn- 
dants AL, AI, pnrceque les triangles K ML, KmI, pouvant 
être considérés comme rcctilignes, sont semblables. 

2oQ« Cette méthode ne doit cependant être employée 
que jusqu^à S']^^ parceque, passé ce terme, on ne peut se 
permettre de prendre iu (iig. i48) pour la différence des 
sinus PB, Qx, parceque la quanliléwo:, toute pelile qu'elle 
est, a un rapport sensible avec îu, et d'autant plus sensible 
que l'arc AB approche plus de 90°. Dans ce cas , il faut ^e 
rappeler que (170) les lignes DE, D^, qui sont les diffé- 
rences entre le rayon et les sinus PB, Qr, sont proportion- 
nelles aux carrés des cordes DB et Dx, ou, à cause que les 
arcs DB et Dj? sont fort petits, aux carrés des arcs DB et 
ï)x; c'est pourquoi, ayant calculé le sin4is de 87*^, on pren- 
dra sa différence avec le rayon 100000 i et pour trouver le 
sinus de tout autre arc enlre 87° et 90°, on fera cette pro- 
portion : Le carré de 3*^ ou de 180' est nu carré du nombre 
des minutes du complément de Tare en question, comme la 
difTcrcnce du rayon an sinus de 87" est h un quatrième 
terme qui sera D^, et qui, étant retranché du rayon , don- 
nera Ct ou Qj: sinus de Tare en question. Par exemple , 
ajnut trouvé que le sinus de 87** est 99863, si je veux avoir 
le sinus de 88®. 24'» dont le complément est i** 36' on 9G', je 

ferai cette propontion : 180' : 96' :: 137 : Dt, par laquelle 
je trouve que Devant 39, h très peu de chose près; retran- 

v^cbaiii Sgdu rayon 100000, jVi 99961 pour le siuus de 88^ 9.4', 

^ il %':eài en cfifoit dans les tables. 
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290. Ayant calculé ainsi les sinus, on aura facilement les 
tangentes et les sécantes,' par ce qui a été dît (278). 

2QI. Les sinus étant calculés, on calcule leurs logarîtlwiies 
comme on calcule cenx des nombres. Il faut pourtant ob- 
server que si Ton prenoit dans les tables la valeur numérique i 
iVnn des sinus, pour calculer son logarithme selon ce quia 
été dit (Arith. 289), on ne trouveroit pas ce logarithme 
absolument le même qu'il est dans la colonne des logarithmes 
des sinus; la raison eu est que les sinus des tables ont été^ 
calculés originairement, dans la supposition que le rayon 
étoit de 10000000000 parties ; mais comme les calculs ordi' 
naires n'exigent pas une telle précision', on a supprimé dam 
les tables actuelles, les cinq derniers chiffres des valeon 
numériques des sinus, tangentes, etc.; en sorte que CQS ] 
valeurs, telles qu'elles sont actuellement dans les tables, ne 
' sont approchées qu'à environ une unité près sur loooop. B ■ 
n'en a pas été de même des logarithmes des sinus, tan- 
gentes , etc. ; on les a conservés tels qu'ils ont été calculés 
pour le rayon supposé de loooooooooo parties; et c'est 1 
pour cette raison qu'on leur trouve une caractéristique i 
beaucoup plus forte que ne semble le supposer la valeur | 
numérique du sinus correspondant, ou de la tangente cor- 
respondante; en sorte que lorsqu'on fait usage des loga- ! 
rithmes des sinus, tangentes, etc., on calcule dans la sup- 
position tacite que le rayon soit de loooooooooo parties; et 
lorsqu'on fai^ usage des valeurs numériques des sinus, tan- 
gentes, etc., on calcule dans la supposition que le rayon 
soit de 1 00000 parties seulement. 

A l'égard des logarithmes des tangentes et sécantes, on 
les a par une simple addition et une soustraction, lorsqu'une 
fois on a ceux des sinus; cela est évident, d'après ce qui a 
été dit (278), et (Arith. 232). 

* 29^' Quoique les tables ordinaires ne donnent les sinus que pour 

les degrés et minutes , néanmoins on peut en déduire les valeurs de 

ces mêmes lignes pour les degrés , minutes et secondes , et cela en 

, suivant exactement ce que nous venons de prescrire pour les degrés 
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et mîmites Mulement. Mais comme on éiB|>loie plus souTent les loga- 
rithmes de ees lignes au lieu de ces lignes ellos- mêmes , nous nous 
arrêterons un moment sur ce dernier objet. 

Supposant qu*on ait les logarithmes des sinus et des tangentes 9 
de minute en minute; quand on voudra a\oir le logarithme du sinus 
d*nn certain nombre de degrés , minutes et secondes , on prendra 
dans les tables celui du sinus du nombre des dégrés et minutes : on 
prendra aussi la différence des deux logarithmes voisins qui est à 
c6té, et on fera cette proportion : 60" sont au nombre des secondes 
en question , comme la différence des logarithmes , prise dans les 
tables , est à un quatrième terme qu'on ajoutera au logarithme du 
linns des degrés ef minutes. 

SI au contraire on avoit un logarithme de sinus qui ne répondît 
pas à un nojQBbre exact de degrés et minutes , pour avoir les secondes , 
on feroît cette proportion : La différence des deux logarithmes , entre 
lesquels tombe le logarithme donné , est à la différence entre ce même 
logarithme, et celui qui est immédiatement plus petit dans la table, 
eomme 60" sont à un quatrième terme , qui seroit le nombre de se- 
condes à ajouter au nombre de degrés et minutes de Tare qui , dans 
U table , est immédiatement au-dessous de celdf que Ton cherche. 

On pourra suivre cette règle , tant que l'arc ne sera pas au-dessous 
de 3<* ; lorsqu'il sera au-dessous, on se conduira comme dans cet 
exemple; supposons qu'on demande le sinus de i® 55' 4B'', on feroit 
celte proportion : i© 55' : i® 55' 48" :: le sinus de !<> 55' est à un 
quatrième terme, qui , à cause que les petits arcs sont proportionnels 
à leurs sinus, sera, sans erreur sensible, le sinus de 1° 55' /i8". Mais 
pour calculer plus commodément, on réduira les deux premiers ter- 
mes en secondes ; et alors , prenant dans les tables le logaritlime du 
^01 de i"55 qiu est le troisième terme, on lui ajoutera le logarithme 
de lo 55' 48" réduits en secondes : enfin du total on retranchera le 
logarithme de !<> 55' réduits en secondes , le reste ( Arith. 282 ) sera 
le logarithme du quatrième terme, c'est-à-dire, le logarithme cherché. 
Ryciproquement, pour trouver le nombre de degrés , minutes et 
«fcondes d'un arc au-de^sons de 3**, et dont on n le sinus, on cher- 
chcroit d'abord dans les tables quel est le nombre de degrés et mi- 
xtes; puis on feroit cette proportion : Le sinus du nombre de degrés 
*t minutes trouvés est au sinus projïosé , comme ce même nombre de 
^^grés et minutes réduits en secondes est au nombre total de secondes 
*€ l'arc cherché. Ainsi, par logarithmes, l'opération se réiluiia à 
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prendre la différence cnlre U-logaritlime du.sinns proposé , et celui 
du sinus du nombre de drgrë» et minutes immédiatement au-dessoos, 
et à ajouter ce logarithme au logarithme de ce nombre de degrés €t I 
minutes réduits en secondes ; la somme sera le logarithme du nombre 
de secondes que vaut l'arc cherché. Par exejpplc , si Ton me donne . 
8,6233427 pour logarithme du sinus d^'un arc , je trouve dans I« 
, tables que le nombre de degrés et minutes le plus approchant est 
2° 24", et que la différence entre le logarithme du sinus proposé et 
celui du sinus de ce dernier arc est 0,001 38 11 ; j'ajoute cette diffé- 
rence avec 3,9365 1 37, logarithme de 2° 24" réduits en secondes; It 
sonune 3,9378948 répond, dans les tables de logarithmes, à 8667J ' 
c'est le nombre de secondes de l'arc cherché, qni, par conséquent, '; 
est de 2° 24' 27". Cette règle' est l'inverse de la précédente. 3 

A Tc^gard des logarithmes des tangentes, on suivra les mêmes règles,' "^ 
en changeant le mot de sinus en celui de tangente. Il faut seulement 1 
en excepter les arcs qui sont entre 870 et 900, pour lesquels onsiù- 
vra celle-ci. Calculez le logarithme de la tangente du complément, 
par la règle qu'on vient de prescrire pour les tangentes , et retranchex 
ce logarithme du double du logari.thme du rayon. Bn effet, selon ce 
qui a été dit (280) , la*angente est le quatrième terme d'une propor- 
tion dont les trois premiers sont la cotangente, le rayon et le rayon; 
et si, au contraire, on avoit le logarithme de la tangente d'an arc . 
qui, devant être entre 870 et 90°, devroit avoir des secondes , on re- 
trancheroil co loj^arilhmo du double du logarithme du rayon, et on 
auroit la tangenlc du coinj^lément , qui, étant nécessairement entre 
o^el 3°, se dt't^Tniineroit facilement d'après ce qui précède; prenant 
le complénieiit de Tare ainsi trouvé , on auroit Tare cherché. 

:>.C),.i. Puisque le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
d'un arc (îonl)lo, si Ton doscondoît par le principe donné 
(281^) jusqu'au *siniis de l'arc le plus approchant de i'', et 
qu'en doubLint ce sinus on répétât ce double autant de fois 
que Tare dont il est la corde est contenu dans la demî-çlr- 
conTérenot*, il est \îsiMe qu'on auroit un nombre fort ap- 
])roe]ianî de la loni;u(Mir de la denii-circonforençe. , mais 
])lus potil ; et si par la proportion donnée (278) on calculoit 
la taiii^eult» du nièiuo are, ol que Tayaut doublée on répétât 
ce double aulnil do l\>is que le double de cet arc est contenu 
dims la deiui-iircoiifèivuco^ ow Wovw^voUuu nombre fort 
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approcliant de la demi-circonférence, mais plus grand : on 
peut donc, par le calcul des sinus, approcher du rapport 
cl a diamètre à la circonférence : nous ne nous arrêterons pas 
a ce calcul, parceque nous donnerons ailleurs une méthode 
plus expéditive. Quoi qu'il en soit, on trouveroît, par cotte 
méthode^ que le rayon étant supposée de 1 0000000000, la de- 
mi-circonférence seroit entre 3i4i59'26536et 3i4i592C535. 
Concluons donc de là que le rayon étan 1 1 , les 1 80^ d e la circon- 
féreiice valent 3,i4i 5926535; le degré vaut 0,01 -745329252 ; 
laminule vaut 0,000290888208, et ainsi de suite. Nous rap- 
portons ici ces nombres , parcequ'ils peuvent souvent être 
utiles. Par exemple, veut-on savoir quel espace occuperoit 
une minute de degré sur l'octant avec lequel on observe les 
hantenrs a la mer, cet octant étant supposé de 20 pouces de 
rayon? Parla construction de cet instrument, les 90° sont 
représentés par un arc de 45 ; ainsi l'intervalle entre deux 
divisions consécutives est celui qu'occupcroit nu degré dans 
un cercle dont le rayon seroit moitié moindre, ou de 10 
ponces; donc la minute, sur un pareil instrument, ne ré- 
pond qu'à l'espace qu'elle occuperoit sur une circonférence 
(le 10 pouces, ou 120 ligues. Multiplions donc 120 par 
0,0009.9, valeur do la minute ; en Se bornant aux cinq pre- 
miers tîliîffre s , nous aurons o,o348o ou o,o348, c'est-à-tlipc, 
rrrîrde ligne ou -\ de ligne à peu-près. On voit par là qu'on 
De peut guère répondre d'une minute, en observant avec cet 
instrument. Nous aurons occasion d'eu parler ailleurs. 

Avant-que d'enseigner l'usage des priiicii)cs précédents pour la ré- 
Hilolion des triangles, il est à projïos de faire connoîlre comment ou 
ittcsure les angles qui font partie de ces triangles. 

L'instrument qu'on emploie lorsqu'on veut mesurer les angles avec 
^e précision suffisante pour la plupart des pratiques, est le grapho- 
»re£/ip(rig. 9). 

Cesl un dem^ccrele de cuivre divise en 180'', et sur lequel on 
■wrque mém^ les demi-degrés, Selon la grandeur de sou diamètre. 

Ï-H demi -circonférence D H B , sur laquelle les divisions sont niar- 
lum. ii'c5i pH6 uae simple ligne j c'est une couronne dctmrCvt^ivsXsxvc^ 
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à laquelle Touvrier donne plus ou moins de largeur; et cette couronne 
est ce qu*on ap)>clle le limbe de Tin stru ment. 

Le diamètre D B fait corps avec Tinstrument; mais le diamètre £C, j 
qu*on nomme alidade , n'y est assujetti que par le centre A , autour 
duquel il peut tourner et parcourir, par son extrémité C, tontes la ] 
divisions de Tinstrument. Chacun de ces deux diamètres est garni i 
ses deux extrémités, de pinnules, à travers lesquelles on regarde lei 
objets. Quelquefois , au lieu de pinnules , chacun de ces deux diamelrei 
porte une lunette. Celle qui réi)ond au diamètre BD est parallèle à M 
diamètre. L'autre , fixée à Talidade £ C , peut se mouvoir avec eUe, 
et s'incliner un peu sur elle , afin de n'être pas obligé de déranger le i 
plan do l'instrument pour appercevoir les objets qui seroient un pea J 
élevés ou abaissés à l'égard de ce plan. 

L'instrument est porté sur un pied , et peut , sans rien changer î 11 
position du pied , être incliné dans tous les sens , selon le besoin. 

Pour rendre le graphometre propre à mesurer les -angles avec plu 
de précision , à indiquer les parties de degré , on fait le plus sonvent^ 
sur la largeur et à l'extrémité du diamètre mobile , des divisionsqnif 
selon la manière dont elles correspondent à celles du limbe, servent 
à connoitre les parties de degré, de 5 en 5 minutes, ou de 4 ^^ 
4 minutes , etc. 

PoTir les faire marquer de 5' en 5' , par exemple , on prend sur It 
largeur et à l'extrémité de l'alidade une étendue de ii degrés, et ott 
la divise en douze parties égales, dont chacune est par conséquent 
de 55'. Lorsque la première division de l'alidade correspond à Tune 
des divisions du limbe , alors l'angle compris entre les deux diametrtt 
est mesuré par les divisions du limbe. Mais lorsque la première divi- 
sion de l'alidade ne s'accorde pas avec une des divisions du'limbct. 
alors on cherche sur l'une et sur l'autre quelle est la division qni ap- 
proche le pins de se correspondre, et l'on ajoute au nombre de degréi 
manjTii/s sur le linihc entre la première division de celui-ci et celle 
df^ l'alidade, autant de fois 5 minutes qu'il y a d'intervalles sur l'ali- 
d:«dc entre sa première division et celle qui a sa correspondance sur 
lo limbe, parceque pour chaque intervalle il y a 5 minutes de diffé- 
rence entre le lin:he et l'alidade. 

Si on vouloit évalncr les minutes de 4 ^n 4 9 on prendroit un-are 
de 1 .\ degrés que l'on diviseroit en quinze parties; et pour évaluer il« 
3 Cil 3 , on prendroit 19 degrés que l'on diviseroit en vingt parties. 
Pour mesurer un angle a^cc c«\. VDAVx:>nQft\i\. ^ ^ac esemple, pooc 



• /^'<;n i>^ 



DE GEOMETRIE. 171 

nesnrer l'angle que formeroient au point A ( fig. 9 ) les lignes qu'on 
magineroît tirées de ce point aux deux objets G et F, on place le 
centre dn graph'ometre en A, et on dispos^ Tinstrunient de manière 
que, regardant à travers les pînnules du diamètre fixe BD , Ton ap-^ 
perçoive Fan F de ces objets, et qu'en même temps l'autre objet Q^se 
trouve dans le prolongement du plan de l'instrument , ce qu'on fait 
en inclinant plus ou moins le graphometre : alors on fait mouvoir 
Validade £ C jusqu'à ce qu'on puisse appercevoir l'objet G à traversi 
Inpinnules E et C; l'arc BC compris entre les deux diamètres est la 
aesùre de Tangle G A F. 

Lorsqu'on vent employer le grapliometre à mesurer des angles 
dans un plan vertical, c'est-à-dire , des angles formés dans un plan 
qui liasse par ce qu'on appelle uneligne à-plomb , on donne au plan 
de l'instrument la position verticale , à l'aide d'un poids suspendu 
par mi fil dont on attache une extrémité au centre du graphometre. 
Lorsque le fil rase le bord de l'instrument, el répond à \)o^ ^ le gra- 
phometre a la disposition convenable. 

De la Résolution des Triangles rectangles,, 

2g4» Nons avons dît ci-dessns (267) que pour ôlre en 
^tat de calculer ou de résoudre un triangle, il falloit con- 
noUre trois des six parties qui le composent , et que parmi 
les trois choses connues il falloit qu'il y eut au moins un 
côté. Comme l'angle droit est un angle connu , il suffit donc^ 
dans les trî«'ingles rectangles, de connoître deux choses dif- 
férentes de l'angle droit; mais il faut qu'une au moins de 
ces deux choses soit un côte. II. faut encore remarquer que 
comme les deux angles aigus d'un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit, dès que l'un des deux est connu , 
IsDtre Test aussi. 

La résolution des triangles rectangles se réduit à quatre 
cis; ou les deux choses connues sont un des deux angles 
«iguSy et bn côté de l'angle droite ou elles sont un angle aigu 
etl'hypothénuse, ou uji côté de l'angle droit et Thypothé- 
UDae, ou enfin les deux côtés de l'angle droit. 

Ces quatre cas trouveront toujours leur résolution dans 
Ittne des Aeuxyroportions ou analogies suivaules. 
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2C)5. i^ Le rayon des tables est au sinus eVun des angles 
aigus , comme Vhjpothénuse est au côté opposé à cet angk 
aigu, 

2C)0. p.o Le rayon des tables est à la tangente d^un des \ 
angles aigus, comme le coté de V angle droit adjacent h ce \ 
angle est au coté opposé à ce même angle. 

Pour dcmoiitrcr la première de ces deuK analogies , il n'y 
a qu'à se représenter (fig. i44) ^"C dans le triangle rec- 
tangle CED, la partie G A de Thypothénuse soit le rayon 
dos tables; alors, en imaginant l'arc AB, la perpendiculaire -l 
AP sera le sinus de Tangle ACBouDCE: or, a cause des,] 
])arallnles AP et DE, on aura, dans les triangles seniblable« | 
CAP, CDE, C A : AP : : CD : de, c'est-à-dire, R : «nbCE 
l\ CD ; DE, ce qui est précisément la première analogie. 

On prouvera de môme que R ; sin CDE H CD ; CE. 

Pour la seconde, il faut se représenter dans le'triaDj^ 
reciangle CEF (fîg. i49)> que la partie CA du c6td CE 
soit le rayon des tables ; et ayant imaginé l'arc AB, la per- 
pondioulaire AD, élevée sur AC au point A, sera la tan- 
gente de l'angle C ou FCE; alors, à cause des triaogles. 
semblables CAD, CEF, on aura CA : AD : : CE ;EF, 
e'ost-à-dire, R ; tangVCli : ; CE I EF, ce qui fait la seconde 
des deux analogies énoncées ci-dessiis. 

On prouvera de la môme manière que P*. I tang CY^W 
KF: CE. 

■^'97* I^«'*"s les applications qui vont suivre, nous em- 
ploierons toujours les logarithmes i\iis sinus, tangentes, etc., 
au lien dos sinus, tangentes, etc.; et pour familiariseriez 
ronuuenoants avec Tusnge Acs compléments a ritlimé tiques ^ 
nous on forons usage dans tous les calculs, à rexeeptiondcs 
cîs où lo logarillime à retrancher seroil relui du rayon dont \ 
la oar;ïclérisliq\ie étant 10, la souslrr.eiion est très facile* 
IVl.us pour ne j>oînt obliger ceux qui n'auroient que la pre- 
uv.oro éviilion de rAiithmélique, de recourir k la seconde^ 
ïîous ;d!ons exposer ici ou pou de mots l'idée et l'usage des 
roinj^lcinonîs arilUméùt^ucâ, 
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Le complément arithméliquc d'un nombre se prend en 
retranchant doip cliacun des chiffres de ce nombre, excepté 
te dernier sar la droite, qu'on retranche de 10: Ainsi le 
complément arithmétique d'un nombre peut se prendre à 
l'inspection de ses chiffres, sans ^ucune autre opération. 

Les compléments arithmétiques servent à changer les 
soustractions en additions. Ainsi, si de 78549 je veux retran- 
cher 656479 je, puis à cette opération substituer l'addition 
de 78549 avec 34353 , qui est le complément arithmétique 
de 65647 ; alors il ne s'agît plus que d'ôter une unité au 
premier chiffre de la gauche de la somme : on ôteroit deux 
unités, si Ton avoit ajouté deux compléments arithmétiques^ 
etainsidesnite. Dans le cas présent, la somme seroit 11290'i, 
de laquelle supprimant une unité au premier chiffre, il reste 
12902, qui est précisément ce que Fou auroit eu , si de 78549 
on avOit retranché 65647? selon la règle ordinaire. 

La raison est facile à appercevoir , en observant que le 
'Omplément arithmétique de 65647 n'est autre chose que 
1 00000 moins 65647; ainsi, quand on ajoute le complément 
irithméligue, on ajoute 1 00000, et on retranche 65647 ; le 
'ésnitat renferme donc 1 00000 (îe trop, c'est-à-dire, que son 
premier chiffre est trop fort d'une unité. 

Donc^ puisque (x\rith. 23^) pour faire une règle de trois 
par logarithmes , il faut ajouter les logarithmes des deux 
nioyens, et retrancher le logarithme du j^remier terme, on 
pourra, en vertu de l'observation précédente, faire, une 
somme des logaritlimes des deux moyens, et du complément 
Arithmétique du logarithme du premier terme; et l'on dimi- 
nuera d'une unité le premier chiffre de la droite du résultat. 

Après ces observations , venons a l'application des deux 
analogies démontrées ci-dessus , aux quatre cas dont nous 
avons parlé. 

ExEMPLis I. Supposons qu'il s'agit de déterminer la hau- 
teur AC d'un édifice {fig. i5o) par des mesures prises sur 
le terrein. 

On s'éloignera de cet édifice à une distance GD , v^V^^ o^^ 
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l'angle compris entre les deux lignes qu'on, imaginera me- 
nées du point D au pied et au sommet de pidifice^ ne soit 
ni trop aigu ni fort approchant de 90*^; et ayant mesuré celle 
distance CD, on fixera au point D le pied d'un graphometre. 
On disposera cet instrument de manière que son plan soit 
vertical et dirigé vers Taxe AC de la tour^ et que son diamètre 
fixe liF soit horizontal, ce qui se fera k Taide d'un petit 
poids suspendu par un fil attaché au centre. Ce fil doit alors 
raser le bord de l'instrument, et répondre à 90^. On fera 
mouvoir le diamètre mobile jusqu'à ce qu'on puisse apper* 
cevoir à travers les pinnulcs ou la lunette dont il est gami^ .' 
le sommet A de l'édifice. Alors on observera sur l'instrument ^ 
le nombre des degrés de l'angle FEG, qui est aussi celnidé ; 
son opposé au sommet AEB. 

Cela posé, la hauteur AC de l'édifice étant perpendîcu-. 
laire a l'horizon , est perpendiculaire k BE; c'est pourquoi 
on a un triangle rectangle ABE, dans lequel, outre l'angle 
droit, on connoît BE égal k CD qu'on a mesuré , et l'angle 
AEB; on cherche la valeur de AB; on voit donc que les 
trois choses connues, et celle que l'on cherche, sont les ter- 
mes de l'analogie du n° 296; donc, j>our trouver AB, on 
fera celle proportion : R : tang AEB ; BE I AB. 

Supposons, par exemple, que la distance CD ou BE ait 
été trouvée de i32 pieds, et l'angle AEB de 48*^ 54'- 

On aura R : tang^S^ 54' 1 1 i32^ : AB ; de sorte que pre- 
nant dans les tables la valeur de la tangente de 48^ 54'; h 
multipliant par iSa, et divisant ensuite par la valeur du 
rayon prise dans les tables, on aura le nombre de pieds de 
AB, auquel ajoutant la hauteur ED de rinsirument, 09 
aura la hauteur cherchée A C. 

Mais on peut abréger considérablement le Ciilcul, en em- 
ployant, au lieu de ces nombres, leurs logarithmes, parce- j 
qu'alors il ne s'agit plus ( Arith. 232) que d'ajouter les loga- " 
rithmes du second et du troisième termes, et de retrancher 
le logarithme du premier; c'est pourquoi on fera le calcul 
comme il suit: 
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I 

Log tang ^%^ ^^K . •^. . 10,0598064 

LôgiZ^ • • • 2,1205739 

Somme. . • 12,17^8803 

Zo^ du rayon» 10,0000000 

Restera /og^ de A B. . 2^1798803 

qui répond dans les tables à i5i,32, à moins d*un centième 
près. Ainsi A B est de iSi'' et 32 centièmes, ou 1 5 1*" 3' 10'. 

Remarquons en passant que le logarithme du rsiyon ayant 
10 pour caractéristique , et des zéros pour ses autres chiffres, 
on peat I lorsqu'il s'agit de Pajouter ou de le retrancher, se 
dispensier de récrire , et se contenter d'ajouter on d'ôter une 
Qoité aax dizaines de la caractéristique du logarithme au* 
qael il doit être ajouté , ou dont il doit être retranché. 

BDC (fig« 211) est r arrondissement de la contrescarpe ^ compris 
entre les prolongements égaux A B , A C des deux faces d'un bastion ; 
>/i demande la corde B C ,ef la flèche DIE de cet arrondissement , en 
upposant connus AB , AC , cr t angle BAC égal à V angle flanqué du 
astion» 

Soient AB et AC, chacun de 20"^ ou i îo^ et langle BAC de 83** 8'. 

Daos le triangle B£ A, rectangle en £, on aura (agS) , 

10 R:^i/{BAE :: AB:BE; 

a« R':«/iABEouco^BA.E :: AB : AE. 

Donc, lo Log ÈLBy on log 1^0^ 2,0791812 

LogsinBA'E, ou logsin /^i^'^li', . . . 9,82i835i 

Somme — /o^du rayon. 1-1,9010163 

<pn, dans les tables, répond à 79^,62^ donc la corde BC est de 

a* Log i%o* 2,0791812 

Logcos Ai'^SA' 9,8740085 

Somme — log darajon. ... \ ...... .. ^ 1,963 1897 

qui répond à 89^78 ; donc la flèche D E ou AD -*- AE est de 3o^23. 

Par la même méthode que nous venons d'employer pour délermi- 
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A B est de 1 5oo pîeds , et le côté A C est déterminé par la grandeur , 
la distance et le nombre des embrasures. 

Sup[>osons, par exemple , qu*il y ait ao pieds de distanbe du milieu 
d'une embrasure au milieu de sa voisine ; alors on fera cette prajpoT' 
tion , 120 : i5oo :: R : tan^ BCX. Donc, par logarithmes , 

Log i5oo 3,1760913 

Log du rayon io,ooock)oo 

Complément arithmétique /o^ lao 7,9208188 

' Somme 11,0969101 

C*est le logarithme de la tangente de l'angle B C A , qui est donc 
de 85' 26'. 

Comme le heurtoir D F doit toujours être perpendiculaire à la ligne 
du tir, et qu'il doit être appuyé contre Tépaulement an moins par «ne 
de ses extrémités , il fait donc avec Tépaulement un angle AD F, qni 
est le complément de celui D C £ ou AC B que nous Tenons de déter- 
miner : ainsi , connoissant la longueur D F du heurtoir, et par consé- 
quent sa moitié D £ , il sera facile de calculer la distance CE de Tépan- 
lement, à laquelle doit être placé, sor la ligne de tir, le milien £ du 
heurtoir. 

ExcMPLr II. On a coora, en parlant d'un point eonnn A 
(fig. i5i \ 3^ lieues sur la ligne ÂB parallèle à la ligne G F 
qui marque le nord -nord-est : on demande combien on a 
avancé vers Test, et de combien vers le nord. 

On imaginera par les deux points A et B les denx Ggnes 
AC et BC parallèles, la première a la ligne nord et sudNSi 
et la seconde à la lîçne est et ouest £0; comme ces deux 
ligues font un angle droit, le triangle ACB sera rectangle 
en C ; ou conuolt , dans ce triangle, le côte AB qoi est d^ 
3^ lieues, etTangleCAB qui, à cause des parallèles , est ^d 
à Tangle >~DF« lequel « à cause que DF marque le nord-. 
nord-osl, est de ai*^ ^U>' ou le quart de qo*. 

On fera donc , pour trouver BC, cette analo^e (a8S)f 
R:jmaï*3o'::3i :BC 

Et pour trouver AC« on remarquera qae Fan^ B cft, 
contplément de lan^le A; c>st pourquoi on fera cette a 

iog^ie (295}, R : jf« c^:^ 3o' : : 3i : ac 
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Si parle point H (fîg. 194 ), le plus élevé du renflement du boulet, 
on imagine la droite HI parallèle à Taxe AB, Tangle GHI sera égal 
à Tangle GCA qne la ligne de mire fait avec l'axe prolongé. Connois- 
sapt donc dans le triangle rectangle GI H le côté G I et le côté U I , il 
sera facile d'avoir Tangle GHI par cette proportion (296), IH : Gl 
:: R:tangGB.l. 

Par exemple , dans la pièce de 1 2 légère , on a A G de G^"*, 2'i i 

BH 4, 926 

et par conséquent G L i, 3o5 

d'ailleurs HI 77, a54 

On aura donc 77,a54 : i,3o5 ou 77264 : i3o5 :: R:/^z77^GHI; donc, 
pn k^arithmes , 

Log i^o5 3,ii56io5 

Log du, rayon 10,0000000 

Complément arillimétique 70^77254 5,1120790 

Somme 1-8,2279895 

Ceat le logarithme de la tangente de Tangle clierché , lequel seni 
par conséquent de o** 58'. 

Une pièce de 12 légère étant pointée à 3 degrés, trouver la hauteur 
h laquelle la Ugne de mire s* élevé à la distance de 600 toises , qui est 
a-peU'près la portée de cette pièce sous t angle de 3 degrés, 

La ligne de mire faisant avec Taxe un angle de 58', ainsi qu'on vient 
de le Toir, ne fera donc avec rhorizoïi qu'un angle de 2** 2' ; ainsi sa 
hauteur, à la distance horizontale de 600 toises , sera le second côté 
de l'angle droit dans un triangle rectangle dont l'angle adjacent au. 
premier côté 600 toises est de 1^ 2'. On aura donc ce côté (29G) par 
la pjroportion R : tangi^ 2' : : 600*^ est à un quatrième terme que l'on 
trouYera de 2i''",3.- • 

■ La première embrasure d'une batterie A.C à ricochet ( ^^, 204 ) 
étant directe f trouver T inclinaison de la septième embrasure , c'est-à- 

; HrCy Vangle que la ligne de tir fait avec V (paulement A.C à la sep- 
wme einbrasure ; on suppose que toutes les pièces de cette batterie sont 
^(ingées vers un même point B éloigné de 25o toises ou i5oo pieds. 

La ligne AB de tir de la première embrasure est supposée perpen- 
^laire à Tépaulement A G; ainsi la question est de déterminer Tan- 
'glcBCA du triangle rectangle BAC, dont l'angle A est droit j le côté 
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C'esl-a-dire, Kl sin'Rll ^2 l 35; ou bien, en ëcrivanlle 
second rapport à la place du premier, 4^ I 35 ; ; R I sin B. 
Faisant Topération par logarithmes, on a : 

Log 35 1,5440680 

Zog* du rayon 10 

Complément aritlimétique du log de 4'-** 8,3767507 

Somme ou /o^ du sinus de B ^9,9208187 

qui, dans les tables, répond a 56^ 27'; donc Fangle A, ou 
Faire de vent, est de 33^ 33'. 



• I 



Exemple IV. On a couru selon la ligne AB, dont la po- \ 
sition et la grandeur sont inconnues; mais on sait qo^on t J 
avancé de i5 lieues k Test, et de 35 lieues au nord : on de- ; 
mande la direction et la longueur de la route. \ 

On counoitdonc ici les deux côtés AC et BC de Fangle ; 
droit, et Fon demande les angles et Fhypothénuse. Po^ 
trouver Fangle A, on fera cette analogie (296}, AC l BC !! 
R l ftJTtg \i c'est-à-dire, 33; i3i;Rr tangX. 

Et faisant Fopération par logarithmes, 

Lo^ i3. i,ij6o9i3 

Zo^ du rayon 10 

Complément arithmétique du log de 35. 8.4559320 

Somme ou los: tara^ \ /Q,(>32023'i 

qui, dans la table* répond à a3* 12'. 

Pour avoir A B , on peut , quand on a déterminé Fangle A, 
se conduire comme dans Fexemple III. Maïs il n"e$t pas né- 
censure de cnîouler Far^îe A ; la proposition démontrée 
^ 10 i et 1(^0^ sufîlt : ainsi prenant le carré de i5 qui est aaS, 
el FujauLint au OAvre de o,^ qui e>i i^aT^ on aura i45o pour; 
le carre de \l>; oi nr^nt h r,:cîr.e carrée, on aura 38,o8 
pour \a \,;îeur de A Iv à moins d'uiî centième près. 

Par b mè:ue raison . si Fliyjvoihenîise AB eî Fun A C dcf! 
cAles de F,u\;:!e droit elaut doïîr.05 . on i^emandoit 1 ani 
curé Bi\ il ne s^:o;î ;njis necc^^i'r* .îe calculer ranelei 
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on retrancKeroit (166) le carré du côté connu AC, du carré 
de rhyjpotbénuse AB; la racine carrée du reste seroit la- 
valeur du côté B G. 

G'est encore par la résolution des triangles rectangles 
gu'on peut déterminer de combien il s'en faut que le rayon 
AD (Bg. iSa), par lequel on vise h l'horizon de la mer lors- 
qu'on est élevé d'une certaine quantité AB au-dessus d'un 
point B de sa surface, ne soit parallèle k la surface de la 
mer. 

Comme le rayon visuel AD est alors une tangente, si l'on 
imagine le rayon CD, l'angle D sera droit (48) : or, on con- 
noltle rayon CD de la terre, qui est 1961 i5oo pieds. Et si 
au rayon CB, de 1961 1 5oo , on ajoute la hauteur AB a laquelle 
on est an-dessus de B, on aura le côté AC; on connoîtra 
donc denx choses, outre l'angle droit; on pourra donc cal- 
culer Tangle CAD, dont la différence D AO avec un angle 
droit sefa l'abaissement du rayon A D au-dessous du rayon 
A O parallèle à la surface de la mer en B. 

Si dans le mctie triangle ADC on calcule le c6té AD, 
on aura la plus grande distance a laquelle la vue puisse s'é- 
tendre, lorsque l'œil est à la hauteur AB. Mais comme les 
tables ordinaires ne peuvent pas donner l'angle CAD et le 
côté AB avec une précision suffisante, lorsque AB est une ' 
tics petite quantité à l'égard du rayon de la terre, voici 
comment on peut y suppléer. 

On concevra AC prolongé jusqu'à la circonférence en E J 
alors AE étant une sécante, et AD une tangente, selon co 
qui a été dit (129), on aura AE : AD ; ; AD : AB; ainsi, 
pour avoir AD, on prendra ( Arith. 178) une moyenne 2)ro- 
portionnelle entre AE et AB. 

Par exemple, si l'œil A étoit élevé de 20 pieds au-dessus 
de la mer, AB seroit de 20 jiic'ds , et AE seroit de deux fois 
iKfGi t5oo pieds, plus 20, c'est-h-dire, de 3922.3020 pieds; le 
carré de AD seroit donc de 39228020 X 20 ou de 7844^0400; 
donc (Arith. 1^8 et 139) AD seroit de 28008 ])îeds; c'est-à- 
dire^ gu'i/ii œ'tl élevé de 20 pieds au-dessus Ac\îv suvtoi^i^ ^^ 



^^ ^!.■i5•,o-^^^\^.•îl:^»'»^• 
Somme ou I-o 1 a 56 »1 ' 

dvoU , et Voi^ ^«^ ^^ fera cette »» ^^„g ^. .. 
^v faisant 1 "F ^ , , . • ^ 

(Me:.-)::;t:4t-' 




i8a ELEMENTS 

la mer peut dëécnvrlr jasqa'a 2S00B pieds ^ ou une lieue et 

deux tiers a la ronde. 

Maintenant, pour savoir de combien le rayon visuel AD 
est abaisse a VégRvd de Thorizoutale ÂO, on remarquera 
que, vu la petitesse de AB, la ligne AD ne jpeut différer 
sensiblement de Tare BD ; ainsi Tare BD ^st de 28008 pieds. 
Or, puisque le rayon est de iqôiiSoo pieds, on trouvera 
facilement (1 Sa) qtiè la circonférence est de ia3222688 ; et ^ 
pSLV conséquent (i53), on trouvera le nombre de degrés de 
l'arc BD par celte proportion, 128222688 : 28008 II 36o® 
est k un quatrième terme que Ton trouve de o® 4' S4"5 aînri 
Tangle A C D , et par conséquent D A O est de o*^ 4' H"^ ^^"^ 
que AB est de 20 pieds. 

Résolution des Triangles obliquangles. 

39^. On se sert du terme de triangles obliquangles^ pour 
désigner en général les triangles qui n'ont point d'angle 
droit. 

299» Dans tout triangle rectiligne , le sinus d'un angle 
est au côté opposé à cet angle , comme le sinus de tout autre 
angle du même triangle est au coté qui lui est opposé. 

Car si l'on imagine un cercle circonscrit au triangle ABC 
(fig. i53), et qu'ayant tiré les rayons DA, DB, DC, on 
décrive d'un rayon Dé égal à celui des tables, le cercle abc; 
qu'enfin on tîrelescordesa A, A c, a c qui joignent les points 
de section a, 4, c, il est facile de voir que le triangle abc 
est semblable au triangle ABC; car les lignes Da, D A étant 
égales, sont proportionnelles aux lignes DA, DB; donc(io5) 
ab est parallèle à AB; on prouvera de même que bc est 
parallèle à BC, et ac parallèle à AC; donc (m) AB : ab 
::BC:ic,ouAB:|aZî:: BC:iic;or, la moitié de la 
corde ab est (270) le sinus de ah moitié de l'arc ahb ; et 
cette moitié de l'arc ahb est la mesure de Tangle acb qui a 
son sommet a la circonférence , et qui est égal à l'angle 
^CB; doncfaè est le sinus de Van^le ACB-^ on prouvera 
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de même qne ^ bc est le sinus de Tangle B A.C ; donc AB r 

jiViACB::BC: 51/1 BAC. 

3oO« Cette proposition sert a résoudre un triangle, i^lors« 
qu'on connott deux' angles et un côté; a^ lorsqu*on connoU 
deux côtés et un aagle opposé à Tun de ces côtés. 

£xxMPLE I. On veut connoàre les disiances CA, CB (fig. 2o5) 
é^une gaiioie à bombes C , à deux batteries de côté A rf B. 

Des points A et B , on observera ( au mêaie instant, si la galiote C 
est en mouTement ) les angles C AB , C B A : puis on mesurera la dis- 
tance AB des deux batteries A et B. Alors dans le triangle C AB , dont 
on connoit deux angles et un côté , on retranchera de 1 80 degrés la 
f omme des deux angles connus , pour avoir le troisième, et Ton déter- 
minera A C et CB par les deux proportions suivantes : 

w>î C : AB : : sin B : AC. 
Jih C : AB : : sin A : B C. 

Supposons, par exemple, que AB ait été trouvé de 9.56 toises, 
l'angle A de 84'' 1 4' , l'angle B de 85"' 40' , on aura Tanglc C de lo'' 6' ; 
et pour avoir A C et BC , on opérera par logarithmes, comme il suit : 

JLogsmB 9,99^1^(^7 LogsinX. 9^997796^ 



XoffAB 49^082400 

Complém. arith. 
logsin C. 



\ 0,7560628 



Log JlC 13,16^0495 

Donc A C 1456 »o'5"- 



Log AJ^ 2, 4082400 

Complém. arith. "l ►«r. ►< « 

, . ^ > o,75oo5a8 
log sin C. 3 



Zd^CB ^3,1620894 

Donc CB 1452 »<>»«»• 



ExEMPiiE II. Connoùsant la distance AC (fig. 206) d^un point C 
a Van^ flanqué d*un bastion , la distance AB des sommets des angles 
flanqués de deux bastions voisins , ou le côté extérieur du polygone , 
et ayant obsen'é r angle C , trouver la distance B C. 

Soit le côté extérieur A B de 200 toises , la distance AC de 1 3o toises, 
et l'angle C de 59^* 16'. On commencera par calculer l'angle B par cette 
proportion , AB : .w/i C :: AC : sin B. Opérant donc par logarithmes , 
on aura , 

Log sin 59'' 16' 9,9342737 

Logx'So 2,1139434 

Complément arithmétique /o^ 200. ^ . . . . 7,6989700 

-— ■"^■^^^■"^^"'^" ■ ■ 

Somme ««i^ri'Al^'^"^ 
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« 

C'est le logarithme du sinus de Tangle B ; mais comme un sîniis (273) 
appartient également à un angle aigu et à Tangle obtus qui en est le 
supplément, et que rien dans renoncé de la question ne détermine si 
Fangle B doit être aigu ou obtus, on n'est pas plus en droit de pren- 
dre pour Taleur de Tangle B la quantité ZV 58'^ qui répond dans les 
tables au logarithme trouvé, que son supplément 146*' a'. Mais sup- 
posons que Ton sache d'ailleurs que Tangle B doit être aigu; alors 
nous devons prendre SS** 58' pour sa valeur, d*oii nous conclurons 
que Tangle B A C est de 86** 46'. Ainsi , pour avoir le côté B C , il ne 
s'agit donc plus que de faire cette proportion, jz>2 C : AB :: sin BAC 
: B C ; donc 

Loff 200 2j3oio3oo 

Logsin Sô** 46'. 9,9993081 

Complément arithmétique /o^«// 59'' 16'. . . 0,0659263 

Somme ^2,3660644 

C'est le logarithme du côté B C , que Ton trouve par conséquent- 
de 23ar'',3. 

V^ Cas. Si l'on connoît l'angle B , l'angle C , et le côté BC 
(fig. 65), on aura l'angle A, en ajoutant les deux angles B 
et C, et retranchant leur somme de 180°; et pour avoir les 
deux côtés A C et A B, on fera les deux proportions : 

sin S. : BC ::5/«B : ac 
«>2 A : BC ::5mC: AB. 

C'est ainsi qu'on peut résoudre par le calcul la qaest;îon 
que nous avons examinée (121). Par exemple, si l'angle B a 
été observé de 78^ 5/, l'angle C de f^f 34', et le côté BC de 
184 pieds, on aura 53° 29' pour l'angle A, et l'on trouvera 
les deux autres côtés par ces deux proportions : 

sin 53° 29» : 184 : : sin 78° 57' : AC 
sin 53° 29' : 184 : ; sin 47° 34' ; AB. 

Faisant ces opérations par logarithmes, comme il suit : 

Log 184. 2,2648178 

Logsin 78° 57'. 979918727 

Complément arithmét. du log sin 53° 29'. 0,0949148 

Somme ou Zog: A C ^2,35i6o53 
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Log i84 \ 2,2648178 

Log sin 47° 34' 9,8680934 

Complément aritlimét. du log sin 53^ 29'. 0,0949148 

Somme ou /og^AB ^2,2278260 

on trouvera que AC est de 224^,7, et A B de i6g^. 

II« Cas. si Ton connoît le côté AB (fig. i4i ), le côié BC 
et l'angle A, on déterminera Tangle C en calculant son sinus 
par cette proportion : 

BC :«7îA:: AB:.«/îC. 

Mais il £aut remarquer, selon ce que nous avons déjà dit 
ci-dessus (267) , que Tangle C ne sera déterminé qu'autant 
qu'on saura s'il doit être aigu ou obtus. 

Par exemple^ que AB soit de 68 pieds, BC de Sy, et l'angle 
A de 32® 28', la proportion sera 3y l sin 32° 28' n 68 I sin C. 
On trouvera, en opérant comme ci-dessus, que ce sinus 
répond , dans les tables, a 80^ 36' ; mais comme le sinus d'un 
angle appartient aussi au supplément de cet angle, on ne 
5ail si l'on doit prendre 80° 36', ou son supplément 99° 24'; 
mais si l'on sait que l'angle clierclié doit être aigu, alors on 
est sur qu'il est, dans ce cas-ci, de 80** 36', et le triangle a 
alors la figure ABC; si au contraire il doit être obtus, il sera 
de 99®^4'> et le triangle aura la figure ABD. 

Avant d'établir les deux propositions qui servent a ré- 
soudre les autres cas des triangles, il convient de placer ici 
nne proposition qui nous sera utile pour l'application de ces 
deux propositions. 

3o 1 . Si Von connoît la somme de deux quantités et leur 
différence^ on aura la plus grande de ces deux quantités , 
tn ajoutant la moitié de la différence à la moitié de la 
somme, et la plus petite , en retranchant au contraire la 
■moitié de la différence de la moitié de la somme. 

Par exemple, si je sais que deux quantités font ensemble 
|57, et qu'elles différent de 17, j'en conclus que ces deux 
kaantités sont 37 et 20; en'^ajoutant d'une part la moitié de 
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17 a la moitié de $7, et retranchant de l'autre part la moitié 
de 17 de la moitié de 5y, 

En effet, puisque la somme comprend la plus grande et 
la plus petite, si à cette somme on ajoutoit la difFërence,, 
elle comprendroit alors le double de la plus grande; donck 
plus grande vaut la moitié de ce tout, c'est-a-dire , la moîtii 
de la somme des deux quantités , plus la moitié dé leur dif- 
férence. 

Au contraire, si de la somme on ôtoit la différence, ilre»- 
teroitle double de la plus petite; donc la plus petite Taudroit 
la moitié du reste, c'est-à-dire , la moitié de la somme , moini 
la moitié de la différence. 

3o2. Dans tout triangle rectiligne ABC (fig. i54 et iS5), ^ 
si de Vun des angles on abaisse une perpendiculaire sur le 
coté opposé y on aura toujours cette proportion : Le c6ték.Z^ 
sur lequel tombe , ou sur le prolongement duquel tombe là- 
perpendiculaire, est à la somme AB -(- B C des deux autres] 
cotés, comme la différence AB — BC de ces mêmes côtétf 
est à la différence des segments AD et T>C, ou à leur\ 
somme , selon que la perpendiculaire tombe en dedans ou 
au'dehors du triangle. 

Décrivez du point B comme centre, et d'un rayon égal aa 
c6té BC, la circonférence CE H F, et prolongez le côté AB 
jusqu'à ce qu'il la rencontre en E. Alors AE et AC sont 
deux sécantes tirées d'un même point pris hors du cercle; 
donc, selon ce qui a été dit (127), on aura cette proportion^ 

AC: AE:: AG: AF. 

Or, AE est égala AB+BE ou AB + BC; AG est égdi 
à AB — BG ou AB — BC, et A F est (fig. i54) égal S 
AD — DFou (52) a AD — DC; donc AC: AB^-BC:; 
AB — BC: AD — DC. Dans la figure i55, AF est égal 1 
AD-*-DF ou AD-hDC; on a donc, dans ce cas, AC ; 
AB -f- BC :: AU — BC : AD -*. DC. 

3o3. Donc, lorsqu'on connoît les trois côtés d'un trian- 
gle, on peut, par celte proposition, connoître les segment 
formés par la perpendiculaire menée d'un des angles sur 1 
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c6té opposé ; car alors on connoit (fig. i54) la somme AC 
de ces segments, et la proportion qu'on vient d^cnseigner 
fait connoitre lenr différence, pùisqn'alors les trois premiers 
termes de cette proportion sont connus : on connoltra donc 
chacun des segments, par ce qui a été dit (3oi). Dans la 
figure 1 55 , on connoit la différence des segments Â D et C D, 
qui est le côte même A C, et la proportion détermine la va- 
leur de leur somme. 

3o4* U est aisé, d'après cela, de résoudre celte question : 
Connaissant -les trois côtés d'un triangle, déterminer les 
angles? 

On imaginera une perpendiculaire abaissée de Tun de ces 
angles, ce qui donnera deux triangles rectangles ADC, CDB. 

On calculera, par la proposition précédente, Ttin des seg- 
ments CD, par exemple; et alors ^ dans le triangle rectangle 
CDB connoissant deux côtés BC et CD outre Tangle droit, 
on calculera facilement Tangle C, par ce qui a été dit (agS). 

Exz3i:n.x. Le côté A B est de 14^ pieds, le côté BC de 64, 
et le côté AÇ de i84; on demande Fangle C. 

Je calcnle la différence des deux segments A D et DC par 
cette proportion, i84 I i4^ + 64^i 1^1 ~6!^: AD — DC, 
ou 184 r 206 ;;^8rAD — DC, que je trouve valoir 8^,32 ; 
donc (3oi) le petit segment CD vaut la moitié de i84> moins 
la moitié de 87,3a, c'est-à-dire, qu'il vaut 48934* 

Cela posé, dans le triangle rectangle CDB je cherche 
Vangle CBD, qui, étant une fois connu, fera connoitre 
Tangle C ; et pour trouver cet an^le CBD, je fais cette pro- 
portion (295), BC : CD :: R : ^mCBD, c'est-à-dire, 64 : 
48,34 :;R;jm CBD. 

Opérant par logarithmes, 

V iogf de 48,34 i,68|3o66 

[ Log du rayon i 

î Complément arithmétique du Zog^ de 6^' 8,1938200 

Somme OU Zog^«/ï CBD ^9,8781266 

qni dans les tables répond à 49** 3'; donc Tangle C est de4o^ jj'. 
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pourra donc calculer le quatrième, qui fera connoitre h 
moitié de la différence des deux angles B et C. Alors , con- 
noissant la demi-somme et la deminlifférence de ces anglei, 
on aura (3oi) le plus grand, en ajoutant la demi^ifférence 
à la demi-somme, et le plus petit, en retranchant an con- 
traire la demi-différence de la demi-somme. Enfin ces deia 
angles étant connus, on aura aisément le troisième côté par 
la proposition enseignée (299). 

Exemple. Supposons que le côté AB soit de i4si pieds, et 
le côté A C de 1 20 , et Tangle A de 4B^ • on demande les deux 
angles C et B, et le côté BC. 

Je retranche 48® de 180*, et il me reste 182® pour la simmM' 
des deux angles C et B, et par conséquent 66® pour ktr 
demi -somme. ' 

Je fais cette proportion, i4a-t-i2o: 142 — i^oHiungii^ 

C — B 
Itang—^. 

C — B 

Ou 262 : 22 : : tang6&' : tang . 

Et opérant par logarithmes, 

LogtangSô^ io,35i4i6^ 

Log 2'2 1,342^^7 

Complément arithmétique du logde 262. 7J5816987 

Somme on log tang de la demi-différence. ^9,2^55383 
qui, dans la table, répond à 10^ 4^'* 

Ajoutant cette demi-différence k la demi-somme 66^, etU 
retranchant de cette même demi-somme, j'aurai, comme on 
le voit ici : 

66'' o' 66® o' 

10® 4i' 10® 4i' 

L'angle C. . . . 76*^ 4i' L'angle B. . . . 55® 19' 

Enfin, pour B^f^Urle côté BC, je fais cette proportion, 
«•/i C : AB : : sln a : BG ; c'est^-dîre, sin 76" 4i' ; i4a' :: 
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Opérant comme dans les exemples ci-dessus , on trouvera 

[ue BCyautio8'4* 
3o7* Tels sont les moyens qu'on peut employer pour la 

■ësolution des triangles. Voici maintenant quelques exem* 
pies de l'application qu'où peut en faire aux figurer plus 
composées* 

3o8. Supposons que C et D (figf 167) sont deux objets 
dont on ne peut approcher, mais dont on a cependant be- 
:inn de connoltre la distance. 

L Ou mesurera une base ÂB, des extrémités de laquelle on 
rjraisse appercevoir les deux objets C et D. On observera au 
Ipmnt A. les angles CÂ,B, DAB, que font avec ïa ligne AB 
pi lignes AGy AD, qu'on imaginera aller du point A aux 
lloix objets G etD; on observera de même au point B les 
^feft|^es CB A^ DBA. Cela posé, on connoit dans le triangle 
|>CBA les deux angles CAB, CBA et le côté AB; on pourra 
Idoiic calculer le côté AC, par ce qui a été dit (3oo). Pareil- 
fbment; dans le triangle ADB, on connoit les deux angles 
'^D&B, DBA et le côté AB; ainsi on pourra, par le même 
principe, calculer le côté AD ; alors, en imaginant la ligne 
CDy on aura un triangle CAD, dans lequel on connoit les 
deux côtés A C, AD qu'on vient de calculer, et l'angle com- 
pris CAD; car cet angle est la différence des deux angles 
mesarës CAB, DAB; on pourra donc calculer le côté 
CD(3o6). 

3oQ. On peut aussi, par ce même moyen , savoir quelle 
tttla direction de CD, quoiqu'on ne puisse approcher de 
Cette ligne. Car, dans le même triaqgle CAD, on peut cal- 
culer l'angle ACD que CD fait avec A C : or, si par le point 
C on imagine une ligne C Z parallèle à A B, on sait que l'an- 
gle A. C Z est supplément de C A B, à cause des parallèles (4o) ; 
donc , prenant la différence de l'angle connu ACZ à l'angle 
calculé ACD, on aura l'angle DCZ que CD fait avec CZ 
ou avec sa parallèle AB; et comme il est fort aisé d'orienter 
AB, on aura donc aussi la direction de CD. 
3lO. Nous avons dit, en parlant des lignes (3), que nou»^ 
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donnerions le moyen de déterminer différents points d'un 
même alignement ^ lorsque des obstacles empêchent de Toir 
les extrémités l'une de l'autre. Voici comment on peut s'y 
prendre. 

On choisira un point C (fîg. 1 58) hots de la ligne AB dont 
il s'agit, et qui soit tel qu'on puisse, de ce point, appercevo^r 
les deux extrémités A et B; on mesurera les distances A Cet 
CB, soit immédiatement, soit en formant des triangles dont 
ces lignes deviennent côtés^ et qu'on puisse calculer comme 
dans l'exemple précédent (3o8). Alors, dans le triangle A CB^ 
on connoitra les deux côtés AC et CB, et l'angle compris 
ACB; on pourra donc (3o6) calculer l'angle BAC, Celaposé^ 
on fera planter, selon telle direction CD qu'on voudra^ |^ 
sieurs piquets; et ayant mesuré l'angle ACD, on connoitra 
dans le triangle ACD le côté AC et les deux angles A et 
A CD ; on pourra donc (3oo) calculer le côté CD; alors on 
continuera de faire planter des piquets dans la direction CD, 
jusqu'à ce qu'pn ait parcouru une longueur égale à celle 
qu'on a calculée; et le point D, où l'on s'arrêtera, sera dans 
l'alignement des deux points A et B. 

3l 1. S'il a'étoit pas possible de trouver un point CT, du- 
quel on pût appercevoir k-la-fois les deux points A et B, on 
pourroit se retourner de la manière suivante. ^ 

On chercheroit un point C (fig. iSg) , d'où l'on put ap- 
percevoir le point B, et un autre point E , d'où l'on put voir • 
le point A et le point C. Alors mesurant ou déterminant, 
par quelque expédient tiré des principes précédents, les dis- 
tances AE, EC et CB, on observeroit au point E l'angle 
AE.C, et au point C l'angle ECB. Cela posé , dans le triangle 
AEC conuoissant les deux côtés AE, EC, et l'angle com- 
pris AEC, on calculeroit, par ce qui a été dit (3o6), lecôrff "•' 
AC et l'angle EGA; retranchant l'angle EC A de l'anglef ^ 
observé ECB, on auroit l'angle ACB; et comme on vie ut ds 
calculer AC, et qu'on a mesuré CB, on retomberoit dans le 
cas précédent, comme si les deux points A et B eussent éti 
visibles du point C; on achèvera donc de la même manière. 



\ 
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D'après cesmëthodes et l'inspection de la figure 207, il est facile 
de yoir comment on s'y prendroit pour établir une batterie sur le 
prolongement de la courtine A B. 

3 12. S'il s'agit de mesurer une hauteur, et qu'on ne 
puisse approcher du pied, comme scroit la hauteur d'une 
montagne (fig. 160), on mesurera sur le terrein une base 
FG, des extrémités de laquell(t on puisse appercevoir le 
point A dont on veut counoitre la hauteur; ensuite avec le 
graphometre, dont BF et CG représentent la hauteur, on 
mesurera les angles ABC, AGB que font avec la base B G 
les lignes B A, C A, qu'on imagine aller des deux points B 
et C au point A ; enfin à Tune des stations, en G , par exem- 
ple^ on disposera l'instrument comme on Ta fait dans l'exem- 
ple relatif à la figure i5o, et on mesurera l'angle A CD, qui 
est l'inclinaison de la ligue AC a Fégard de l'horizon. Alors, 
Gonnoissant dans le triangle ABC les deux angles ABC, ACB 
et le côté BC, il sera facile (3oo) de calculer le côté AC; et 
dans le triangle ADC^ où Ton counoit maintenant le côté 
A C, l'angle mesuré ACD, et l'angle D qui est droit , puisque 
AD est la hauteur perpendiculaire, il sera facile de calculer 
A D9 et on anra la hauteur du point A au-dessus du point C. 
Si l'on veut savoir ensuite quelle est la hauteur du point A 
an-dessns du point B ou do tout autre point environnant, il 
ne s'agira plus que de niveler ou de trouver la différence de 
hauteur entre les points C et B; c'est ce dont nous allons 
parler dans un moment. 

A, B, C(fig. 208) sont trois points connus, c est à-dire , dont les 
distances et les angles que forment ces distances sont connus ; on veut 
établir une batterie hors de ces trois points , mais de manière que du 
point D , ou elle sera placée , on voie A B sous un angle connu , ef B C 
sous un angle connu. On demande la position du point D. 

On imaginera un cercle dont la circonférence passe par les trois 
points A, C et D ; puis , concevant la droite DBF, on imaginera les 
deux cordes A F et CF. 

Dans le triangle AFC, on connoîtAC, l'angle FACégalà FDC, 
'* «t l'angle F C A égal à F D A 5 on pourra donc calculer F C et FA (3oo). 

GEOMETRIE. ^ 



194 . ELEMENTS 

Dans le triangle FBC y on connoit F C , B C ; et Tangle FCB , com- 
posé de F(I A , (*gal à FDA, et de ACB connu : on pourra donc (3o6] 
calculer 1 angle C B F, dont le supplément est CBD. 

Alors dans le triangle CD B , où Ton connoit CB , Tangle CBD et 
Tangle BD C,'il sera facile de calculer D C. On s'y prendra de même 
pour calculer AD, par le moyen des triangles AFC, ABF et 
ABD. 

Si la somme des deux angles observés ADB, BDC étoit égale i 
Tangle A BC ou à son supplément , le problème seroit indéterminé o« 
tusceplîble d'une infinité de solutions ; le point B se trouveroit «I019 . 
sur la circonférence. 

Parmi les exemples que les commençants peuvent prendre pour 
s'exercer aux calculs trigonomé triques , nous croyons deYoir leur in- 
diquer le calcul des lignes et des angles d*un front de fortificationfré- 
gulicre ; par exemple , dans un pentagone construit selon le pronia 
système de M. de Vauban. 

Nous supposerons le côté extérieur AB (fig. ai 1) de 180 loises, la 
perpendiculaire CD de 3o toises, les faces de bastion AE» BF de 
5o loisos ; la largeur A G du fosse , Yis>à-Tis de Tangle flanqoé , on le 
rjiyon do Tarrondissemcnt de la contrescarpe, de 18 toises; la caiù- 
taie m de la demi-lune, de 55 toises ; la distance ET de l'angle 3e 
Tépanle à la rencontre T de la face Q I de la demi-lune , de 3 toises. 

Alor» le triangle A CD, rectangle en C, dans leqnel on comoitAC 
et CD « fera connoître les angles D A C , A D C , par ce qui a été dit 
(d96\ et lo côté AD , par co qui a été dit (166^ ; Fangle DAC étant 
ct^imu» im aura ses égaux DBC« £LK, FKL; et da même an^ 
D A C« com|Mire à la moitié de langie intérieur du pentagone, on con- 
clura îa nioiïîe do l'anirle flanqué VA F.. 

A D ot \ F. otaut connus . on aura D £ et son ^al DF : ainsi daas 
le tna!^s:W ADF. cû 1 ou connoit AD et DF, et langlc ADF, doobk 
de \ !> 0. , ou oaîouîora ^3o*^' losangles DFA. DAF, et le côté AF; 
et (»nitr.^ dans crite constnioiîon le u iangle A FL est îsocde , park 
nu>\ou dn 9n:iii£lo l A F« on aura facilement les deux ansles ALFct 
A F l Ajoutant au pronùer do ces deux angles l'angle RLE égal 1 
l> \ 1' , on aura lanrfe K 1. F de la courtine. Et retracdiaBt de l'angic 
A V l lan^îr c,iVu -o A F D . on aura K F L . dont le snppIémcBt LF 
est Tjir.i:*' vW 1 * ;vji«ir, 

S: de \ ï. Oi:;iif a A F ca/ctilo on Tvtrart>.e A D. oa awn D L; et 
u^atifVx »r;r.V.aV.^o$ ADB, K DL donneiosit ILL ca b coutine. 
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Dans le triangle S.LF, dont tons les angles sont connus et le côt^ 
KL, on aura aisément K F et LF (3oo). 

De KF retranchant FD, on aura KD ; et dans le triangle rectangle 
KMD, où l'on connoit KD et KM, on aura'MD (166). On con- 
noitra donc H C. 

Dans le triangle AO C (en imaginant que O est le centre du poly- 
gone), on connoit A G et les angles; on calculera donc facilement AO 
et OC (295 et 396). 

Dans le triangle rectangle A G F, où Ton connoit A F et AG, on 
«skolera FA G (299), qui, étant ajouté àFAD etàDAO actnelle- 
laent connus, donnera ie supplément de G AN. 

On aura donc G AN et son complément A N G on O N H , d'où par 
le triangle O N H , dont Tangle NO H est connu , il sera facile de cpn-» ' 
dure Tangte-itH O , et par conséquent son supplément QH I. 

Duns le triangle rectangle NAG , il sera donc facile de calculer AN; 
ce qui donnera O N dans le triangle O NH , où les angles étant d'ail- 
leurs connas, on pourra calculer O H. On aura donc CH; et comme 
oa connoit HI , on aura G I. Ajoutant CI à CD , on aura D I dans le 
triangle T D I , où Ton connoit d'ailleurs D T ou D £ + £ T, et l'angle 
T D I : on pourra donc (3 1 o) calculer Tangle D I T ou H I Q du trian^ 
gle HIQ, dont on connoit actuellement H I et Tangle Q H I. D'où il 
sera facile de calculer dans ce triangle QHI, la demi- gorge QH, et 
la surface QI de la demi-lune Q I P. 

3l3. Nous avons dit (i53) que pour calculer la surface 
d*ua segment AZBY (fig. 74) dont le nombre des degr^9 
de l'arc AYB et le rayon sont connus, il falloit calculer la 
surface du triangle I AB , pour la retrancher de celle du sec- 
teur lAVB : c'est une chose facile actuellement; car, dans 
1« triangle rectangle IZB, on connoit, outre Tangle droit, 
le c6lé IB et Tanglc ZIB, moitié de A IB, mesuré par l'arc 
A.VB; on calcnlera donc facilement (296) IZ qui est la hau- 
teur du triangle, et BZ qui est moitié de la base. 

On peut encore conclure de ce qui précède, le moyen de 
bire uu angle ou un arc d'un nombre déterminé de degrés 
«t minutes. On tirera une droite CB (fig. i45) de grandeur 
arbitraire, que Ton prendra pour côté de lungle; et ayant 
i^Mgiué l'arc BD4 décrit du point C, ie rayon C A et la 
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corde B A , sî Ton imagine la perpendiculaire CI, et si l'on 
mesure CB, on cotinoUra, dans le triangle rectangle CIB, , 
l'angle droit, le côtéCB etTangleBCI, moitié de celui dont 
il s'agit 5 on pourra donc calculer BI, dont le double sera la 
valeur de la corde AB : ainsi, prenant une ouverture de 
compas égale h ce double du point B coçime centre, on 
marquera le point A sur Parc BDA, et tirant CA, on aon 
Tangle demandé. 

Nous pourrions indiquer ici une infinité d'autres usagei 
de la trigonométrie; mais en voila assez pour mettre sor 11 , 
voie : d'ailleurs, nous aurons assez d'occasions, parla suite, 
d'avoir recours h cette partie. 

Usages de la Trigonométrie pour lei^er et tracer les Plans, r 



y. 



L*arl (le tracer les plans consiste à déterminer sûr le papier dd 
points qui soient placés entre eux comme le sont sur le terrein les 
objets que ces j^oints doivent représenter. On suppose alors que tons 
les objets dont il s*agit sont situés dans un même plan hoirizontal ; 
mais s*ils n'y étoient pas , en sorte que les opérations qu'on aura faites 
pour dôlerminer les situations respectives de ces objets n'eussent pai 
été faites toutes dans un même plan horizontal ou à-peu-pres, il fau< 
droit , avant que de tracer le plan, ramener ces observations à ce 
quVlles auroicnt été , si on les eut faites dans un plan liorizontal.Nou 
allons d'abord expliquer comment on doit sV prendre quand les ob- 
serTations ont cté faites dans un plan horizontal, ou y ont été réduites; 
nous ferons \oir ensuite ci^mment on les v réduit. r 

Soient donc A, B, C, D, E, F, G, H, I, K (fîg. -5 ) plusicuri f 
objets remarquables , dont on veut représenter les positions respec- 
tives sur un plan. 

On dessinera ^roNsièremont sur un papier ces objets, dans les po- 
sitions qu'on leur juçe à l\vii ; et pour cet effet , on se transporte» 
aux tlilïeronts lieux où il sera nécessaire, pour prendre une connoi*» 
sanoe lojïtro do tous ces objets : ce premier dessin , qu*on appelle ia|^ 
cn-^jui'y (Hi /'-v .'./.Vv *: , servira à marquer les différentes mesures qu' 
preiidra dans le cours des opèralioiîs. 

On mesurera «ne base .\ B, dont la lorsrueur ne soit pas trop di»-l - 
]>rojH»i*liiMmvV à la dîsta!*v>e des objet* îes plus éloignés qu*on 
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Toir de ses extrémités , et qui soit telle en même temps , que de ces 
mêmes extrémités on puisse appercevoir le plus grand nombre d'ob- 
jets que faire se pourra ; alors, avec le graphometre, on mesurera au 
point A les angles EA.B, FAB, GAB, CAB, DAB que font au 
point A 9 avec la base AB, les lignes qu*on imaginera. menées de ce 
point aux o|mU £ 9 F, G , C , D , qu'on suppose pouvoir elre apperçus 
des extrémit^ËA et B de la base : on mesurera de même , au point B , 
lesanglesEBA, FBA^GBA, CBA, DBA que font en ce point, 
avec la ligne A B , les lignes qu'on imaginera menées de ce même point 
Baux méipes objets que ci-dessus. 

S'il y a des objets, comme H , I, qu'on n'ait pas pu voir des deux 
atréœités A et B, on se transportera en deux des lieu^ £ et F qu'on 
Tient d'observer, et d'où l'on puisse voir ces objets H et I ; alors , re- 
gardant £F comme une base, on mesurera les angles HKF, lËF, 
RFE, IFE que font avec celte nouvelle base les lignes qui iroient 
de ses extrémités«aux deux objets H et I. Enfin , s'il y a^quelqu'autre 
objet, comme K. , qu'on n'ait pu voir, ni des extrémités de A B , ni de 
celles de £F, on prendra encore pour base quelqu'autre ligne, comme 
F G qui joint deux des points observes , et on mesurera de même , à 
ses deux extrémités , les angles K F G , K G F. 

Cela posé, dans les triangles ACB, ADB, AEB, AFB, AGB, 
dans.chacan desquels on connolt le coté AB et les deux angles adja- 
cents à ce côté, il sera facile (3oo) de calculer les deux autres côtés. 

A l'égard des triangles H E F, I E F, comme on n'y a mesure que les 
angles sur EF, on commencera par calculer EF à l'aide d'.i triangle 
E A F, dans lequel on connoit l'angle E AF, différence des deux angles 
observés EAB , FAB, et les côtés AE, AF qu'aura donnés le calcul 
précédent : il sera donc facile d'avoir E F, par ce qui a été dit (3o6); 
alors , dans chacun des triangles H E F, I E F, on connoitra le côté E F 
et les deux angles adjacents : on calculera les deux antres côtés, comme 
il vient d'être dit pour les premiers : on se conduira de même pour le 
triangle K F G. 

Ce» calculs étant faits , on tirera (fîg. 76) sur le papier une ligne 
ab, que l'on fera d'autant de parties de l'échelle qui doit déterminer 
la grandeur que l'on vent donner au plan , d'autant de parties , dis-je, 
qu'on a trouvé de toises ou de pieds dans AB; puis pour déterminer 
l'un quelconque des points que l'on a pu voir des extrémités A et B 
de la base, le point E, par exemple, ou prendra sur réchclle autaift 
de parties que le calcul u dounà ie toises ou de \Acds ^vjuv K'Ê. ^ ^n. 
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du point a comme centre , et d'nn rayon ac égal à ce nombre de par- 
ties , on décrira nn arc. On prendra pareillement snr Téchelle antaot 
de parties qu'on a trouTé de toises on de pieds dans B £ , et da point 
b comme centre, et d'un rayon égal à ce nombre de parties , on décrira 
un arc qui coupe celui qui a été décrit du rayon ae^ en un point C, 
lequel représentera sur le papier la position du point ekfigfxà de ah, 
semblable à celle de E à l'égard de AB ; car , par cette tioiatnicf ion, 
le triangle ae 6 a les côtés proportionnels à ceux du triangle AEB ; 
lui est donc semblable : on s*y prendra de même pour déterminer la 
points/^ gjC,d, qui doivent être la représentation des points F, G, 
C,D. 

A regard des points h yiyh y qui doivent être la représenMtion da 
objets H , I , K, qui n*ont pu être apperçus des points A et B; kl 
points € f fy g ayant été déSerminés comme il vient d'être dit, kl 
lignes fff\fg ser\ iront de base , comme /z 6 en a servi pour c, dy e, 
f^ g : en sorte que Topération se réduira de même à tracer des ponts 
e et/conune centres , et des rayons he, A/ qui contiennent aatntf de 
parties de Téchelle , <pie H E et H F ont été trouvés (par le eakal) 
contenir de toises ou de pieds ; à tracer, dis- je, deux arcs dont Ilnter- 
section h marquera le point H . et ainsi des antres. Alors la figure 
tracée sur le papier sera semblable au terreîn que l'on a levé (i33}, 
poisqu'elle sera composée d'un même nombre de triangles qoe eeloi- 
ci , semblables â ceux de ces derniers et semblablement diqiosés : il 
ne s*agira plus que de dessiner, a chacun de ces points, les objets 
qm^on y anra remarqués ; et on rempHra les parties intcrmcdiaires , 
qni demandent moins de scrupule « par les moyens d<mt ncms parie- 
rons plus bas. 

n faut ob5erTrr encore que cette méthode dcTant être employée 
pour iîxer !«rs points prLr.c:;>aux et fondamentaux da plaa , il est à 
propos d employer un srji|>ho5K:re a lnc<t:es« plutôt qn'na gia^KH 
mètre à piBBuI<r$. 

Dr la .V*wjVnf de rw/i.-ihr /ejf ^nz*^j ctsrrveis dmmM des 
pUins i.nci:^rj %i /" V^ct»'?. ij j^aj r5f':i otfer^^rroîi si les 
objets rîi'i^ni Â.:.KS a.v .r^J^ui h^rîzc^isL 

T.or»|tie • dâr.s !« .*>fri;Àvfct i-orr.-eiirtr.îw . !« cij*5» se s<nit pas 

roii5 situé* dar,* nr, sN^sîse -.vjf, K>»nrc«:t jl , :: iix: . av^c: que de for^ 

mer le pian qmi de*; *.rsrr7cc$<::. tç.'?5^crt''x% vr^^c^'^ fat <^13s a»- 
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Toïeût été obienrét , si tous les objets eussent été dans un même plan 
horizontal : voici comment cela peut s'exécuter. 

Soient A, B , G (jRg. 209) trois points différemment élevés au-dessus 
de rhorizon , et dont les hauteurs respectives soient AD , FB, CE ; 
en sorte que FD£ soit un plan horizontal : on a mesuré TangleBAC; 
mais comme le plan sur lequel on veut rapporter ces objets est FD£ , 
on imagine que B est placé en F, A en D , et C en £ ; et Ton demande 
l'angle f DE. 

À la station que Ton fera pour mesurer Tangle B AC, on mesurera 
aussi ^es angles fi AD, CAD que font les rayons visuels AB, AC 
avec le fil à-plomb au point A ; ce que Ton fefa Comme il a été expli- 
qué dans Pesemple relatif à la figure i5o, page 173. 

Gela posé, concevons que AB et AC prolongés, s'il est nécessaire, 
rencontrent le pUin horizontal F D £ aux points G et I ; dans les 
triangles AD G , AD I , rectangles en D , si on regarde AD comme le 
rayon des tables , D G et DI seront les tangentes des angles observés 
GAD,IAD, etAG, AI en seront les sécantes ; donc, si on prend 
dans les tables les sécantes et les tangentes des angles G AD et I AD , 
on connoitra : i ^ Dans le triangle G AI , les cotés G A et A I , et l'angle 
observé GAI; on pourra donc, par ce qui a été dit (3o6), calculer le 
côté G I. ^^ Dans le triangle G D I , on connoltra les côtés G D et D I , 
et le côté GI que l'on vient de calculer , on pourra donc , par ce qui 
a été dit (3o6) , calculer l'angle GDI. 

On s'y prendroit d'une manière semblable pour réduire l'angle ob- 
servé au point B ; et lorsque dans un triangle on aura réduit deux 
angles , il sera inutile de faire un semblable calcul pour réduire le 
troiaieme, parceque les trois angles du triangle réduit ne pouvant 
valoir que 180**, le troisième sera toujours facile à avoir. 

Ayant ainsi réduit les angles , il sera facile de réduire les distances, 
on Tune d'entre elles ( car il suffit d'en réduire une pour chaque 
triangle). £n effet , si on imagine l'horizontale B O, dans le triangle 
B AO I rectangle en O , on connoit B A qui a été mesuré , l'angle droit 
et Tangle B AO ; on aura donc {*igS) facilemeiU BO ou FD. 
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On a trouvé l'angle BAC de 6»"^ 37' , l'angle B AD de Sb^ 5' , et 
l'angle CAD de 78** 17'. 

Je cherche dûas les tables les sécantes el les laDS^cxWe^ ^^ vcv^vs 



Sec 88** 


5' 


Scr 78 


17 


TtWff 88 


5 
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1^ AD er C.iD , et je trouve comme il suit, en négligeant les trois 
(icrnicres tlccimales : 

ou A G 29,90 

ou AI. 4^92 

ou DG 29,88 

Tûifff 78 17 ou DI /i,8a 

Alors, dans le triangle AGI, je calcule (3 10) la demi-différence 
de* deux angles AGI, AIG par celte proportion, AG + AI 
: A C» — AI : : tang SS** 4 1 ', demi-somme de ces deux angles , est i na 
quatrième terme ; je trouve donc que cette demi-différence est 49* 4* j 
ce qui donne l'angle AG I de 8'' 59' ; d'où (3o4) on trouvera GI de 

Connolssant les trois côtés D G, DI, GI, on trouvera (3o4) qn* 
l'angle GD I esl de 62' 27'. 

Si les tables dont on fait usage ne contenoient pas les sécantes, on 
les auroit néanmoins facilement par le principe donné (278). 

Des Méthodes par lesquelles on peut suppléer à la TrigO' 
noniétrie y dans Vart de lever les Plans, 

L'usage du calcul trigonométrîque, dans l'art de lever les plans, 
p>st indispensable que lorsque les points principaux de l'espace dont 
ou veut former la carte , sont à des distances assez considérables les 
uns des antres. 

Mais lorsque les distances sont médiocres , après avoir mesuré une 
basé et observa les angles, comme il vient d'être dit (page 196) , au 
lieu de calculer les triangles pour former, à l'aide des cotés calculés et 
réduits à IVclirlIe du plan , des triangles semblables à ceux qu'on a 
observée sur lé tcrrein , on se contente de former ces triangles sem- 
lUables par le moyen des angles observés , ainsi que nous allons k 
dire. 

Cette méthode esl moins exacte que la précédente, en ce que lerap- 1 
porteur, ou en général rinstrument que l'on emploie pour former sur ^ 
le papier des angles égaux à ceux qu'on a observés sur le terrein, ne 
pouvant être que d'un assez polit rayon, on ne j>eut apporter, dans 
la formation de ces angles , la même procaution qu'on peut apporter 
en mesurant sur rérhelle la xaleur que le calcul a déterminée pour les 
cotùs. 

Mais comme il esl \^eu ov«\\\va\vo i\vCotv ;i\\\it^Qm d'une exactitude ' 
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aussi scTupuIciue , et que d'ailleurs la méthode de rapporter les angles 
sur le papier est beaucoup plus expéditive , cette dernière doit être 
regardée comme étant d'un usage fort étendu et suffisamment exact. 
Elle consiste à tirer (fig. 76) une ligne ab qui contienne autant de 
parties de Téchelle du plan , qu'on a trouvé de mesures dans la base 
AB. Puis aux extrémités a,b , on fait les angles eah y eba, fab ^ 
fba y etc. égaux aux angles observés EAB,EBA,FAB, FBA, etc. 
^e font avec la base A B les objets que Ton a pu voir des points A , B. 
Pois joignant les points ^,/'par la droite ef, ou forme aux extrémités 
de cette ligne , comme base , des angles égaux à ceux qu'on a observés 
des deux points £ et F, et ainsi de suite. 

On peut ai]^ssi se dispenser du calcul trigonométrique pour réduire 
À des angles horizontaux ceux qu'on auroit observés dans des plans 
indinés à l'horizon» En voici la métliode. 

Les mêmes obserir ations étant supposées qu'à la page 199 pour la 
figure aie, au point A ( fig. 2 10 ) de la ligne quelconque A D , on fera 
les angles DAG, DAI égaux aux angles verticaux observés D AG 
et D A I de la figure 209 ; au point quelconque D (fig. a 1 o) , on élè- 
vera sur AD la perpendiculaire indéfinie IDG. Au point A, on mè- 
nera la ligne AM faisant avec AI l'angle lAM égal à Tanglc BAC 
qu'il s'agit de réduire ; et ayant fait A M égal à A G , on tirera I M. 
^m^ du poiDt I comme centre , et du rayon I M , du point D comme 
centre y et du rayon D G , on décrira deux arcs qui se coupent en O ; 
l'angle IDO sera l'angle demandé. 

X)e la Boussole et de son usage pour levier les parties de 

détail d'un Plan. 

La principale pièce de la boussole ( fig. a 12) est une aiguille aiman- 
tée soutenue en son milieu par un pivot , sur lequel elle a toute la 
xtiobilité possible. Cette aiguille est renfermée dans une boîte de cuivre 
Ou de bois. Sur le bord intérieur de cette boîte, on marque les 36o 
'degrés ; et vers le bord extérieur et aux divisions 180 degrés et 36o 
degrés , ou parallèlement à la ligne qui passe par ces deux divisions, 
On place deux pinnules qui forment ensemble ce qu'on a]>pelle la 

L'usage de la boussole est fondé sur la propriété qu'a l'aiguille ai- 
fenant^ de rester constamment dans une même position , ou d'y reve- 
nir cpiand elle en a été écartée ( du moins dans un mèitve \\cu eX. \\^tv.- 
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(lanl lin assez long intervalle de temps ). D*où il sui| qne si on (aïi 
tourner la boite de la boussole , on pourra juger de la quantité dont 
v]\c a tourné , en comparant le point de la graduation auquel Faiguille 
répondra à celui auquel elle ropondoit d'abord. 

On applique assez ordinairement une boussole an graphometre , 
non dans la vue de suppléer au graphometre, mais pour orienter les 
objets, c'est-à-dire, pour connoitre, à environ un demi-degré, leur 
position à Tégard des quatre /70f/i/» cardinaux, ou a Tégard de la ligne 
nortitXsud, atec laquelle Taiguille aimantée fait constamment le mène 
angle dans un même lieu , du moins pendant le cours d'environ niw 
année. 

La boussole est employée aux mêmes usages que le grapbodietre, 
c'est-à-dire , à la mesure des angles; mais plusieurs raisons ne per* 
mettant pas de donner beaucoup de longueur à l^guille , les degfél 
de la graduation occupent trop peu d'étendue su^l'instrument^ponr 
qu'on puisse mesurer les angles avec autant de précision ija^aVfe b 
graphometre : c'est ce qui fait qu'on n'emploie la boussole qu6 pour 
déterminer les points de détail d'un plan ou d'uife carte Aùht les points 
principaux ont été fixés par les moyens précédemment détîriti. 

Supposons donc qu'il s'agit de lerer le cours d'une rivière, pSf 
exemple ; on plantera des piquets aux coudes les plus sensibles A, B, 
C, D, £, F (fig. 21x5); et ayant placé la boussole au point A, eit 
sorte que la visière soit dirigée le long de AB , on observera sur It 
graduation quel est le nombre des degrés compris entre là ligne AB 
et la direction actuelle de l'aiguille : puis on mesurera AB. On éta- 
blira ensuite la boussole au point B; on dirigera de même la visiertb 
long de B C , et l'on observera de même l'angle qne B C forme avec 
B N, direction de Taiguille , qui est parallèle à la première direction 
AN ; on mesurera BC, et on fera pareilles opérations à chaque détour. 
Ayant ainsi mesuré tous les angles et tontes les distances, on les rip* 
portera sur le papier de la manière suivante : 

On prendra arbitrairement le point a (fig. «ii^), qui doitrepi 
senter le point A , ot Ion mènera arbitrairement la ligne a/t> 
représenter la direction de laiguille aimantée. Au point a ^ on fera* 
l'aide du rapporteur, Tangle nab égal à langle observé NA B, et 
donnera à ah autant do parties de réchelle du plan , qu'on a troa 
de mesures pour A B. Au point h y on mènera bn parallèle k an^ 
l'on fera ran<;lo m/m ô^ul à l'angle observé ?(BC, et on donnerais 
autant de parties de V icVW «vxv ow ^VtwiNi ^^TSksvaaces \ioiir B C i 
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Donlinuera de même pour tous les autres points , après quoi on figu- 
rera les parties intermédiaires à-peu>près telles qu'on les à jugées à 
la vue. 

Ce que nous disons des détours d'une rivière s'applique évidemment 
aux détours d'un chemin ^ à l'enceinte d'un bois , au contour d'un 
marais , etc. 

De la Planchette f et de son usage pour lever les Plans. 

II y a encore Uïie autre manière de lever, qui est d'autant plus com- 
mode , qu'elle exige peu d'appareil , et qu'en même temps qu'on ob- 
servé les différents points dont on veut avoit les positions , on les 
IfÉGe sur le plan sans les perdre de vue. L'instrument qu'on emploie 
i cet effet est représenté par la figure 78. A B CD est une planche de 
16 à 18 pouces de long, et à-peu-près de pareille largeur, perlée sur 
on pied comme le graphometre. Sur cette planctïe on étend une feuille 
9e papier, qu'on arrête ^9t le moyen d*un châssis qui entoure la 
[danche. LM est Une règle garnie de pinnules placées à ses deux ex- 
t^éndtés et dans un alignement parallèle au bord de la règle. 

Lorsqu'on veut faire u^age de cet instrument , qu'on appelle /?/fl/z- 
"AeUe , pour tracer le plan d'une campagne, on prend une base mn, 
îomme dans les opérations ci-dessus , et, posant le pied de Tinstru- 
bent en m, on fait planter un piquet en n. on applique la réglé LM 
ur le papier, et on la dirige de manière à Voir le piquet placé en /i à 
ra^eft les deux pinnules : alors on tire le long de la règle une ligne 
5 F, à laquelle on donne amant de parties de l'échelle du plan , qu'on 
ïura trouvé de mesures entre le point E , d'où l*on observe d'abord , 
;t lejToîniy*, d'où l'on obseirvera à la seconde station. On fait ensuite 
ourner la règle autour du point E, jusqu'à ee qu'on rencontre , en 
■egatdant au travers des pinnules, quelqu'un des objets I, B , G ; et 
I meslire qu'on en rencontre un , on tire le long de la règle- une ligne 
indéfinie. Ayant ainsi parcouru tous les objets qu'on peut voir lors- 
^*6iX est en ni y on transporte l'instrument en n, et on laisse un pi- 
quet en m : alors on fait au point n les mêmes opérations à l'égard des 
objets I , H, G, qu'on a faîtes à l'autre station. Les lignes/ i, /h, /"g, 
qui dans ce second cas vont ou sont imaginées aller à ces objets, ren- 
contrent les premières ailx points ^^ ^9 ^9 qui sont la représentation 
des objets G , H , I. 

1^ ])lanchelte s'emploie principalement pour lever lès détails d'un 
pays dont les points principaux ont déjà été déterminés esactement 
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par les moyens ci-dessus , et rapportés ensuite sur le papier, on pour 
ajouter à une carte déjà construite des objets dont la position anroit 
ëtd omise. 

Par exemph* , supposant que A, B, C (fig. ai 5) sont des points qui 
ont été déjà déterminés et marqués sur la carte en a, b, c\ que D 
soit un point dont la position est inconnue : voici comment avec la 
plancliette on déterminera sa position r/. On établira la planchette an 
point D , et ou l'orientera de la manière qui va être expliquée ci-de»- ^ 
sous ; alors on dirigera Talidade dans Talignement Aa, et ensuite dans 
lalignement Bù, et traèant une ligne le long de Talidade, dans cha- 
que alignement , la rencontre li marquera sur la carte la position do 
point I) à regard des objets A , B, C. On vérifiera cette position, a 
dirigeant lulidadc suivant Cc^ et observant si cette ligne prolongée 
passe j>ar le point d. 

On marque ordinairement sur la carte la direction de Faiguille aï- 
mantce ; et pour cet effet , oh emploie une boussole de figure rectan- 
gulaire , telle qu\in a oit [iïg. a]6\ dont la largeur est environ le tien 
de la longueur ; dans le milieu du fond est gravée une ligne parallèle 
an long côté de la boite : c'est sur cette ligne qu'est placé le pivot qui 
porte Taiguille. 

ri>ur marquer sur le ]>]an la direction de l'aiguille aimantée, on 
<*labUt l'alidade de la planchette dans l'aligncmeut de deux objets 
mai qiios sur ce plan , et de manière que la représentation de ces objets 
sur lo plan soii sur ce même alignement : alors on place la boussole 
sur Id planchette , et on la tourne jusqu'à ce que l'aiguille s'arrête dans 
la ligne iion.1 rt sud de la boîte, c'est-à-dire, dar.s la ligne du milieu 
du r^iid de la boîte ; enfin on trace une ligne selo!! la direction du long 
côlo di la boiîo : cV.ii la dircxrtion de l'aigiiille. 

Ixttiproipunier.î , lorscîuo la direction de i'alguiîleest marquéesni 
la cartt* , « t qu'on \cu; ilonner à la tarîe ou a la planchette la même 
ilisposlliv :i qu'ont los oljeN sur le tviieiii , il ne s'agit que défaire 
omM-nir !a îi^no rord €\ >;id de !a oartt a^e,. i:i li^r.e nord et sud de 
la bv'USNO^\ 

Au lixvi »;^ d. :<'i:u;:u'r la Tv>î:ion dcs ob'cts r»ar deux stations, 
(omiKO î:ou> l .»\orN f\p'.;ij;:v^ c:-*iess;:s jx'^ur la îlgure 78, on secoft- 
loiiîe >x>;i\OKî d ;.:.o nou!.* >î;;:ii\n; luais j^Iois liîi mosure ]^our chaque 
objet la d;>î*:î o» tlo îa pi.»;» V.^-îîe à co: oi^jc: . et on la rapporte en 
parties de 1\ .lu'LL *iiî ; *^n. V \v.'o /,;• *:i :>;*i,> d:r'-£ee sur cet objet 
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Du QuarL-de-cercle. 

Quoique le quart-de-cercle dont il s^agit ici n'ait aucun rapport avec 
a trîgonomëtrie, ni avec Fart de lever les plans , nous n'en placerons 
)as moins ici la description parmi les instruments qui servent à la 
nesnre des angles. 

On appéLle quari-de-cercle , dans Tartillerie , tout instrument propre 
L faire connof tre le degré d'inclinaison des bouches à feu , quoique 
{uelques ans de ces instruments ne soient composés que d'un arc de 
15 degrés. 

Celui dont on a fait le plus d'usage est le quart-de-cercle A C D 
^fig; S17 ), qui , outre ses deux rayons ou règles C A , CD , et son 
limbe AD, divisé en 90 parties, porte une règle AB perpendiculaire 
à reztrémité du rayon C A; au centre C est attaché un fil qui porte le 
plomb I , dont nous allons voir l'usage. 

Lorsqu'on veut mesurer l'inclinaison d'un mortier avec ce quart- 
le-cercle, on lui donne l'une ou l'autre des deux dispositions , repré- 
tentées par les figures 2 1 8 et 2 1 9 : dans la première (û^. 2 1 8) , la règle 
K B est appliquée sur la coupe du mortier, et dans la seconde (fîg. a 1 9), 
û\e est placée sur la plate-bande, et parallèlement à l'axe ; dans l'une 
et dansFantre, on s'assure que le plan du quartde-cercle est vertical, 
lorsque le €1 à-plomb CI ne fait que raser le limbe de l'instrument. 

Dans ia figure 218 , l'inclinaison du mortier est mesurée par l'angle 
D CI ou l'arc D I , compris entre le fil aplomb et le rayon CD , paral- 
lèle k la règle AB , parceque cette inclinaison est le complément de 
L'angle que l'axe du mortier ou sa parallèle C A fait avec la verticale 
ou CI. 

Dans la figure 219, l'inclinaison du mortier est mesurée par l'angle 
A. CI que fait le fil à-plomb avec le rayon C A perpendiculaire à la 
règle AB. 

Les figures 220 et 221 représentent le même instrument réduit à 
45'. Dans la position indiquée par la figure 220, on ne peut mesurer 
que les inclinaisons au-dessous de 45''; et ia position indiquée par la 
figure 221 ne peut servir que pour celles qui sont au-dessus de 4^*'. 

Dans la figure 220, l'angle ACI mesure l'inclinaison du mortier; 
et dans la figure 221 , l'inclinaison est mesurée par le complément 
deACL 

La figure 222 représente l'instrument que l'on emploie pour mesu- 
rer rinclinaison de l'axe des pièces de canon. 
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A B est une règle de fer large d'environ 1 5 lignes , épaisse de 4 j et 
de 3 à 4 pieds de longueur. A son extrémité B est fixé un plateau de 
fer B K , auquel , et sur son bord , la règle A B est perpendiculaire. Ce 
plateau , de même épaisseur que la règle, est circulaire, et d'un dia- 
mètre un peu moindre que celui de la pièce. Il est percé, en son mi- 
lieu , d'un trou , pour donner passage à lair quand on l'introduit daos 
le canon. 

L'autre extrémité A de la règle AB p<)rte fixement un secteur cir- 
culaire de cuivre , d'environ 1 5 pouces de rayon , dont le limbe COy 
est divisé en degrés et demi-degrés. La graduation commence à l'ex- 
trémité C du rayon AC perpendiculaire à la règle , et s'étend jusqu'à W 
45** de C vers D , et seulement jusqu'à 4 ou 5*^ à l'opposite. Du centre V 
pend un fil ou un cheveu chargé d*un plomb , renfermé dans un garjk* m 
filet, pour le mettre à Tabri du vent. Ce garde-filet est une botte A , 
cuivre longue et étroite, mobile autour du centre A; il est percé, vcQ 
le bas , d'un petit trou , dont l'ouverture est garnie d'un Terre m 
d'une loupe , pour mieux reconnoître la division du limbe qui répom^' 
au fil. Le fond de ce garde-filet peut aussi loger un petit vase rempli 
d Vau , dans laquelle on fait plonger le plomb , afin d'arrêter se» 
vibrations. 

Cet instrument n*est pas destiné pour la guerre; mais on Vemploie 
utilement pour des expériences qui demandent de la précision. 

Vu Nivellement. 

3l.|* Plusieurs observations démontrent que la surface 
de la terre n'est poiut plane comme elle le pareil, mail 
courbe « et mî^me splii^rique, ou à très peu de chose près 
sphêrique. Lorsqu'un vaisseau commence à découvrir une 
OiNte« les premiers objets quV'tn remarque sont les objets kl' 
plus élevés. Or, si la surface de la terre ëtoit plane, "en même 
lomps qu'on découvre la tour B (fig. i6i), on devroît ap- 
peroevoir tout le terreiu adjacent ABC. Ce qui fait qnH 
n'en est jms ninsî . c'est que la surface D AC de la terre s'i- 
Kiisse lie pins en plus à l'êi^ard de la li^^ne horizontale DB 
du \.iisse;ui. IVnx points D et B peuvent donc paroître dan'' 
)ine iuèn\e li^ue horizontale DB, quoiqu'ils soient fort ia^ 
.Mlement cloi^uos de la surface, «t par conséquent du cen* 
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:re T de U terre. Ce qu'on appelle ligne horizontale , c'est 
ane ligne tirée dao» un plan qui touche la surface de la mer, 
)u parallèlement à ce plan qu'on appelle plan horizontal; 
il une ligne verticale est une perpendiculaire a un plan 
lorizoBtal. 

Ce qa'on appelle niueler, c'est déterminer de combien un 
>bjet est plus éloigné qu'un autre a l'égard du centre de la 
.erre. 

3l5« Lorsque l'un de ces objets, vu de l'autre, paroit dans 
la ligne horizontale qui part de celui-ci , alors ils sont diffé- 
remment éloignés du centre de la terre. Pour connoltre cette 
Aifféreqce , il faut remarquer que la distalice à laquelle on 
peut appercevoir un objet terrçstre , ou du moins que la . 
distance a laquelle on observe dauffle nivellen^ent, est tou- 
jours asaez petite pour que cette dislance DI (fig. 162), me- 
surée sur la surface de la tçrre, puisse être rejj^ardée comme . 
égale k la tangente DB : or, on a vu (129) que la tangente 
BD étoit moyenne proportionnelle entre toute sécante me- 
née du point B, et la partie extérieure BI de cette même 
sécante} mais à cause de la petitesse de l'arc DI^ on peut 
regarder la sécante qui passe par le point B et le centre T, 
comme égale au diamètre, c'est-à-dire^ au double de IT ou • 
au double de DT ; donc BI sera le quatrième terme de cette 
proportion, a DT:DI;: DI : BI. 

Supposons, par exemple, que DI, mesuré sur la çurface 
de la terre 9 soit de 1000 toises ou 6000 pieds; comme le 
rajron de la terre est de 1961 i5oo pieds, on trouvera BI par 
cette proportion, ^$9223000 l 6000 ; l 6000 ; BI. En faisant 
le calcul, on trouve o',9i783, qui reviennent à 11^0*2^'*; 
^*est-a-dire , qu'entre deux objets B et D éloignés de mille 
loises, et qui seroient dans une même ligne horizon laie, la 
différence BI du niveau ou de distance au centre de la terre 
«ftde ii'o^a»^". 

3l6* Quand on a calculé une différence de niveau comme 
BI| on peut calculer plus facilement celles qui répondent h 
Uiie moindre distaiice, en faisant attention que les distances 
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Bly bi sont presque parallèles et égales aux lignés DQ, Df, . 
qui (170) sont entre elles comme les carrés des cordes oa 
des arcs D I , D i; car ici les cordes et les arcs peuvent être fj 
pris Tiin pour Tautre : ainsi , poup trouver la différence hi \\ 
de niveau , qui répondroit a 5ooo pieds, je ferai cette pro- i 

portion, 6000 l 5ooo H 0,91783 l bi, que je trouve en fai- 
sant le calcul de o,63738 ou 7"^ 7' 9^" f. 

3 1 "y . Ces notions supposées , pour connoître la différence 
de niveau de deux points B et A (flg. 16S) qui ne sont pas 
dans la ligne horizontale menée par Tun d^entre eux, on 
emploiera un instrument propre à mesurer les angles, qae 
Ton disposera comme il a été dit dans Texemple relatif à k^ 
figure i5o; on observera l'angle BCD, et ayant mesuré k 
distance CD ou CI h Taide d'une chaîne qu'on tend hori- 
zontalement et à diverses reprises au-dessus du terrein AVC, 
on pourra, dans le triangle CDB, considéré comme rec- I 
tangle en D, calculer BD, auquel on ajoutera la hauteur 
CA. de l'instrument, et la différence DI de niveau, calculée 
par ce qui vient d'ôtre dit (3i5 et 3i()). 

Mais comme cette manière d'opérer suppose une grande 
exacliluHe dans la mesure de l'angle BCD et un instrument 
Lien exact, on préfère souvent d'aller au même but par une 
voie plus longue que nous allons décrire. 

L*usage de cet instrument exige une autre pièce que Ton appelle h I 
mire. C'est un carton ou une feuille de fer-blanc \fi^. 164), d'environ 
un pied en carré, partagé en deux également par une ligne horizon- 
tale MN qui sépare la partie' inférieure noircie, de la partie supérieuFC 
qui reste blanche. On attache ce carton sur une règle , de manière que J_ 
M!N soit perpendiculaire à la longueur de la règle. Celle-ci doitentter 
à coulisse dans une rainure, le long d'une double toise O P divisée ea 
l^icds , pouces et lignes ; la règle , en parcourant ainsi la rainure , pe^ 1 
met de porter la ligne de mire où il en est besoin , et de l'y fixer. 

Pour faire usage de ce niveau , on le place à distances à-peu-preij 
égales des deux points dont on veut avoir la différence du iiivean. DB"' 
n'est pas nécessaire que ce soit dans l'alignement de ces deux points.^ 
On pose la mire successivement à chacun de ces points , de manière] 
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[ne la double toise. soit verticale. On haussse ou baisse la mire M N 
usqa'à ce que l'observateur, qui est au niveau C ABD , appcrcoive la 
igné M 19 dans le prolongiement de la ligne C D : alors la différence de 
lantenr de la mire MN, dans chacune des deux positions, sera la 
liiférence de niveau des deux points dont il s'agit. 

Si Ton trouve, par exemple, qu'à l'un de ces points la ligne de 
nîre M W a été élevée jusqu'à 4** S^, et qu'à l'autre elle ait été élevée 
asqu'â 3** ^y on en conclura que la différence du niveau de ces deux 
loints est de 1 1 pouces. 

On s'y prendra de même pour tous les autres points qui seront à- 
pea-près à la même distance de la même station , qui pourront en être 
ipperçus, etdont la différence du niveau avec CD n'excédera pas celle 
^e Von peut mesurer avec la double toise O P. 

Mms lorsque les autres objets seront trop éloignés, ou que la dif- 
férence du niveau sera trop grande , on prendra à la seconde station 
Tiin des points qu'on a nivelés à la première , afin d'y comparer les 
autres , et Fou se placera autant qu'on le pourra en un lieu qui soit à* 
pen^rès également éloigné de ce point et des autres. . 

Si on ne pouvoit pas se placer à distances égales , ou à-peu-près 
égales des points qu'on veut niveler, alors la différence du niveau entre 
deux points quelconques ne seroit pas exprimée par la différence des 
hauteurs de la ligne de mire à chaqrue point , parceque la différence 
du niveau vrai au niveau apparent n'est la même qu'à des dislances 
égales : c'est pourquoi il faudroit , de la hauteur observée pour chaque 
point, retrancher la correction du niveau, c'est-à-dire, la différence 
du niveau vrai au niveau apparent. 

Par exemple , si la mire est placée à 2S0 toises ou 1 5oo pieds , et que 
l'on ait trouvé 4' 8^*" pour la hauteur de la ligne de mire , au lieu de 
4' B*", on ne comptera que 4** 7^** AS en retranchant 8 lignes qui est^ 
la correction du niveau trouvé par ce qui a été dit (3i5 et 3 16). 

Pour donner quelque application , nous supposerons qu'il soit 
question de lever et de tracer le profil d'un ouvrage de fortification 
.AGHIOP(fîg. 223). 

On imaginera cet ouvrage coupé par un plan Tertical AA'P'P, 
dans lequel on concevra, à une hauteur arbitraire A A', une ligne ho- 
nontale A' P' ^ 

De tous les angles A , B , C ,' D , K , etc. , on imaginera les verticales 
A A', fi B', ce, D D' E E' , etc. ; on mesurera immédiatement le» dis- 
tances horizontales qui séparent ces verticales» 

GEOHiT&IE. O 
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A IV^^anl des distances vcrllcales, on placera le niveaa sur le terre- 
plein BC du rempart , et la mire successivement à chacun des anglci 
A, B, C, D, E, pour déterminer les hauteurs Aa, B6, Ce, Dd, 
T.e; et ayant retranché la première de la hauteur A A' de la ligne arbt< 
traire A' P', on ajoutera les autres au reste A' a, et Ton aura les verti- 
cales B'B, C'C, etc. jusqu*en E. 

On placera ensuite le niveau sur le parapet, et la mire successive- 
ment aux points E, F, G, pour avoir jcs différences du niveau Ee, 
F/, G^. On retranchera la première de EE', et ajoutant les autresn 
reste, on aura les verticales FF', G G'. 

On se conduira de la même manière pour la partie KLMNOP,Cft 
plaçant le niveau sur le glacis. 

A regard de la partie GlilK, comme les points H et I sont tn^ 
bas pour qu'on puisse faire usage de la double toise , le moyen le plu 
simple est de suspendre un poids à un cordeau , attache au bout d'une 
perche, ({ue Ton posera horizontalement en G et en K, de manière 
que ce poids descende aux pieds H de Tescaq^e , et 1 de la contres- 
carpe , et de mesurer la longueur du cordeau dans chaque position. 
On ajoutera la première à G G , et la seconde à K K', pour avoir HH! 

et ir. 

Toutes ces distances , tant horizontales que verticales, étant ainsi 
mesurées, on formera facilement le profil, en tirant sur le papier une 
ligne pour repro5onîor A' P : portant successivement sur cette ligne 
des nombres t:o jmitîei de l'échelle égaux aux nombres de mesures 
trouvées pour 1rs distantes horizontales, et élevant à rextrémîtc de 
chacune une ptriHiidlculiiire a laquelle on donne autant de parties de 
réc)ie!îe qu'on a trouvé de mesures pour la distance verticale corres- 
pondante. 

Joignant lo5 extrémités de ces verticales . on a le profil demandé. 

Si ion trouvoit que îque difiïcuîtc a mesurer les distances horizon^ 
ta»;?: nar c\c:!ii ;c , pcivr lo îaîus intor:e;:r AB , on mesureroit la 
gncur .l'^-î-'hu- do ce tiilii?; et le tri;ii>_,Ie rectangle AQB, dont oai 
connoi: Al> :\.-.- i;i niv?v.re *u:i;oIie. o: QB par îe nivellement, don-, 
neroit A Q . 'U:;; < .) ? c; v) ». 

Le nL\ciîo:;ur.t a t-uoiv d'autris u>.ii:i s ; nous ne les parcourrons 
pas ici, r.i.iis rov.s îi^i:? fii Ov:cr.pcr."ns dj::s le Traité de pratique 
qui îermi'-era coToa:?. !Nvni5 > ferons c\ni::o:ire aussi quelques autn 
espèces ilr ï.i\eau. 

3lb. Ou eun>lovc îi col ctYet uq ÎQslrument tel que Iff 
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représente la fi^re 164. C'est un tuyau creux de fer-bljanc 
ou d'un antre métal ^ coudé en A et en B. Dans les deux 
parties éminentes et égales AC^ BD^ on f;:lt cuirci' deux 
tayanx de verre I et K , mastiqués avec les parties AC et B D. 
3n remplit d*ean tout le canal ^ jusqu'à ce qu'elle ^éleye dans 
es deux tuyaux de verre : quand elle est k égale hauteur 
lans chacun, on est sûr que la ligne qui passe par la super- 
îcie de l'eau élevée dans chacun de ces deux tuyaux est une 
igné horizontale, et on l'emploie de la manière suivante. 

On fait plusieurs stations, par exemple, aux points D, 
2, B (fig. i65) : ayant fait élever aux deux points A et N 
leux jallons, l'observateur, qui est en D, vise successivement 
i chacun de ces deux jallons, et fait marquer les deux points 
S et F, qu'on nomme points de mire. Faisant ensuite plan- 
er un antre jallon en quelque point P au-delà de C, oi) fait 
uarqner de même les deux points de mire G et H; on mesure 
i chaque station les hauteurs AE, GF, IHv, etc. , et après 
eur avoir appliqué (3 16) la correction de niveau qui con- 
fient aiuc distances KE, KF, LG, etc. estimées grossière- 
nent^ on ajoute ces hauteurs, et on a la différence de niveau 
ïntre A et B. 

Si dans le cours de ces opérations on n'alloit pas toujours 
;n montant, on sent bien qu'au lieu d'ajouter il faudroit 
.retrancher les quantités dont on a descendu. | 

Comme nous ne nous proposons pas de donner ici un 
.raittf détaillé du nivellement , nous ne nous arrêterons pas 
L décrire les autres méthodes et les autres instruments qu'on 
peut employer. 

' On peut voir, sur cette matière, le Traité du Nis^ellement 
le M. Picard 3 Paris, 171^8. 
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TRIGOjVOMÉTRIE sphérique. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



l 



t 



3lQ* lJ^ triangle spliérique est une partie de la sorface 
de la sphère, comprise entre trois arcs de cercle, qoî ont 
tous trois pour centre commun le centre de l:i sphère, et 
qui sont par conséquent trois arcs de grands cercles de celte 
même sphère. 

Si des trois angles A, F, G du triangle sphérique AFG 
(fig. i66) on imagine trois rayons AC, FC, GC menés an 
centre C de la sphère , on peut se représenter l'espace 
CAFG comme une pyramide triangulaire qui a son som- 
met C au contre de la sphère, et dont la base AFG est 
courbe, et fait partie de la surface de cette sphère. Les arcs 
AF, FG, AG, qui sont les côtés curvilignes de la base, 
sont les rencontres de la surface de la sphère avec les plans 
ACF, F C G, GC A qui forment les faces de cette pyramide. 

L'angle A compris entre les deux arcs A F, A G, se me- 
sure par Tangle reciiligue I AK compris entre les tangente! |[ 
AI, AK de ces deux arcs. Chacune de ces tangentes ei 
dans le plan de Tare auquel elle appartient , et elles so 
toutes dtMix porpondiculaires au rayon CA (48), qui esl.î 
riûterseclion dos deux plans ACF, ACG, donc (ii>i) ran|;= 
gle compris entre ces deux tangentes est le même qai 
Tangle compris entre les plans ACF, ACG des deux arcs 
donc, 

3^0. 1*^ Cn angîe sphérique ijuelconque ¥^Xinesta 
chose que langh* compris entre les plans de ses deux cô 

AF, AG. 
321. a'^ tes angh-s que Jbrmeru les arcs de grand cet 
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yui se rencontrent sur la surface d'une sphère , ont les mêmes . 
propriétés que les angles plans , c'est-à-dire, les propriétés 
énoncées (iga^ igS et 194)* 

322. Donc deux côtés d*un triangle sphérique sontper-- 
pendiculaires entre eux , quand les plans qui les renferment 
sont perpendiculaires entre eux. 

Si l'on conçoit les deux plans AC G, AC F prolongés indé- 
finiment dans tous les sens, il est visible que la section que 
cliacun formera 'dans la sphère sera un grand cercle, et que 
ces deux grands cercles se couperont mutuellomcnt en deux 
parties égales*aux points A et D de l'intersection conimune 
AC prolongée; car les deux plans, passant par le centrai 
ont pour intersection commune un diamètre de la sphère. 

-. 323. Donc deux cotes contigus AG, A F d'un triangle 
sphérique ne peuvent plus se rencontrer qua une distance 
AGD ou AFD de 180** depuis leur origine, 

^1i\n Sî Ton prend les deux arcs AB, AE cliacun de 90**, 

* ê 

et qi^e parles deux points B et E et le centre C on conduise 
110 plan dont la section avec la sphère forme le giand cercle 
BEjyMO, je dis cfue ce cercle scrar perpendiculaire aux 
deax cercles AB D , A E D. 

Car, si Ton tire les rayons BC, EC, les angles ACB, ACE, 
qui ont pour mesure les arcs AB, AEde90^ chacun, seront 
droits; donc la ligne AC est perpendiculaire aux deux droi- 
tes CE, BE; donc (iBo) elle est perpendiculaire à leur plan, 
c'est-a-dire, au cercle BEN MO; donc les deux cercles, 
ÂED, ABD, qui passent par la droite AD, sont aussi per- 
pendiculaires à ce même cercle (i 84); donc réciproquement 
ce cercle leur est perpendiculaire. 

. Comme nous n'avons supposé aucune grandeur détermi- 
née à Tangle G A F ou E A B , il est visible que la môme chose 
anra toujours lieu, quelle que soit la grandeur de cet angle, 
et que par conséquent le cercle BEN MO est perpendicu- 
laire à tous les cercles qui passent par la droite AD. 

La droite AD s'appelle Taxe du cercle Btîi'MlO , ^\.\^% 
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'deiîx points A et D, qui sont chacun sur la snrface de la 
sphère , sont dits les pôles de ce même cercle. 

325. Concluons donc , i^ que les pôles d'un grand cercle 
quelconque sont également éloignés de tous les points de la 
circonférence de ce grand cercle ; et leur distance h chacun 
de CCS points, mesurée par un arc de grand cercle, est m 
arc de 90°. 

Et réciproquement, si un point quelconque S. de la sur* 
face de la sphère se trouve éloigné de 90° de deux points B 
et Kpris dans un arc de grand cercle, ce point A. est le pâle r 
de ce grand cercle. 

326. 2^ Que quand un arc BF de grand cercle estpeh^ 
pendiculaire sur un autre arc BE de grand cercle, il passe 
nécessairement par le pôle de celui-ci, ou d^i moins iljrpéU* 
seroit, étant prolongé suffisamment. 

3'2^* 3° Que si deux arcs BF, Fa G de grand cercle sont 
perpendiculaires a un troisième arc de grand cercle B^, k 
point A, oh ils se rencontrent, est le pôle de celui-ci. 

32o. Puisque les deux droites BC, EC sont perpendi- 
culaires au même point C de la droite AD, Tangle BCE' 
qu'elles forment est donc (191) la mesure de rinclinaison 
des deux plans ABD, AED, ou de Tanglc sphériqueEAB 
ou GAF; donc, 

Un angle sphérique GAF « pour mesure Varc BF de 
grand cercle , que ses côtés , prolongés s'il est nécessaire ^ 
comprennent à la distance de go*' depuis le somm.et. 
/ 32Q. Si l'on conçoit que le demi-cercle ABD tojLirne au- 
tour du diamètre AD, et que de différents points B, B, H 
de sa circonférence on abaisse sur AD les perpendiculaires 
RQ, BC, HP, ilest évident, 

1° Que chacun de ces points décrit ujie circonférence de 
cercle, qui a pour centre le point de AD sur lequel tombe 
cette perpendiculaire f et pour rajon cette perpendiculaire 
même. 

2° Que les arcs RS , B E , H L , décrits dans ce mouueme7it 
et interceptés entre les deux plans A B D, A E D, sont tojus 
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€iun même nombre de degrés.; car si Ton tire les lignes SQ, 
EC, LP, elles seront toutes perpendiculaires sur AD, piiis- 
cja^cUes ce sont autre chose que les rayons 1\Q, BC, HP 
parvenas dans le plan AED; donc (191) rhicun des angles 
JRQS, BCE, HPL, ou chacun des arcs RS, BE^ HL, 
mesure rinclinaison des deux plans ABD, AED; dune tous 
ces arcs sont d*un même nombre de degrés. 

3** Les longueurs de ces arcs RS, BE, HL sont propor- 
tionnelles aux sinus des arcs AR, AB, AH, qui mesurent 
leurs distances à un même pôle A , ou, ce qui revient au 
même y aux cosinus de leurs distances au grand cercle au- 
quel ils sont parallèles ; car il est évident que ces arcs étant 
semblab^a, sont proportionnels a leurs rayons RQ, BC, 
HP, qui sont évidemment les sinus des arcs AR, AB, AH, 
ou lèa cosinos des arcs BR, o, et Bïl. 

33o. Si l'on' imagine que la sphère ABDMOBi?f repré- 
sente la terre, et A D son axe, on colni de ses diamètres au- 
tour duquel elle fait sa révohilion journalière, le cercle 
BENMO, également éloigné des deux pôles A et D, est ce 
qii^on appelle lV<jr«rtfez(r. Les cercles ABD, AED et tous 
leurs semblables, dont les plans passent par Taxe AD-, se 
nomment des méridiens ; les petits cercles dont RS, HL 
représentent ici des parties, se nomment des parallèles ci 
Véquateury ou simplement Aes parallèles. Les arcs BlI, EL, 
qui mesurent la distance d'un parallèle jusqu'à l'équateur, 
s'appellent la latitude de ce parallèle ou d'un lieu qui seroit 
situé sur sa circonférence. 

Pour déterminer la position d'un lieu sur la terre, on le 
rapporte k deux cercles fixes perpendiculaires entre eux, 
tels que ABDM, BNEMO en cette manière. On prend 
pour cercle de comparaison un méridien ABDM qui passe 
par un lieu connu et déterminé ; et pour fixer la position 
d'un autre lieu L, on imagine par celui-ci un autre méri- 
dien AELD. Il est visible que la position de ce méridien est 
connue, si l'on sait quel est le nombre de degrés de l'arc BE 
compris entre le point B, el le point E où ce môme méridien 
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rencontre Téquateur. Le point B étant donc le point fixe 
auquel on r.npporte tous les autres méridiens, Tare BE s'ap- 
pelle alors la longitude (i ) du méridien AE D, et de tons les 
lieux situés sur ce môme méridien : il ne. s'agit donc plas, 
pour déterminer la position du lieu L, que de connoitrele 
nombre des degrés de Tare EL; ce qu'on appelle la latitudi 
da lieu L, et qui est aussi la latitude de tous les lieux sitoéi 
sur le pnndicle dont II L fait partie. 

On voit par là que tous les lieux situés sur un même mé-, 
ridien ont une même longitude, et que tous ceux qui soq||^ 
situés sur un métne parallèle ont une même latitude; mais 3 
n'y a qu'un seul point L , au moins dans une même moitié 
de la sphère ou dans un même hémisphère, qui puisse aY(nr 
en même temps une longitude et une latitude proposées. Lt 
position d'un lieu est donc déterminée, quand on connolt 
sa longitude el sa latitude ; mais pour la latitude ^ il fiiut sa- 
voir de plus vers quel pôle ou la compte. Ainsi , supposant 
que le pôle A soit celui du midi ou le pôle austral, et Die 
pôle du nord ou le pôle boréal , il faut savoir si lA~ latitude 
est australe ou boréale ; car on conçoit aisément qu'il peut 
y avoir et qu'il j a en effet un point dans Fhémisphere aus- 
tral, qui est situé de la môme manière que le point L l'est 
dans l'hémisphère boréal. 

La longueur terrestre d'un degré de grand cercle est de 
20 lieues marines, c'est-k-dire , de 20 lieues de 2853 toiseS: 
chacune : ainsi, si l'on s'avance sur Téquateur, à chaque io 
lieues on change d'un degré en longitude; et si l'on marcha 
sur un même méridien, a chaque 20 îîeues on change d'an 
degré en latitude. Mais si Ton marche sur un parallèle à 
l'équateur, il est évident qu'à chaque 20 lieues on chan^ 
de plus d'un degré en longitude, et d'autant plus que le pa- 
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(i) On est dans l'usage de compter les longitudes d'occident en orient ; U 
cercle d'où l'on part pour compter les longitudes , s'appeUe prt^mier méridien,' - 
les Français ont choisi celui qui passe par l'isle de Fer, la pliu occidentale de* f 

Canaries* 
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rallele snr lequel on s'avance est plus éloigné de l'éqnateur, 
c^est-a-dire , est par une plus grande latitude. Pour trouver 
k combien d-e degrés de longitude répond un certain noiôbre 
delienesHLparcournessur un parallèle connu, il faut faire 
cette proportion : Le cosinus de la latitude est au rajon, 
comme le nombre de lieues parcourues sur le parallèle esta 
un çuatrieme terme qui sera le nombre de lieues de Tare cor- 
respondant BË de l'équateur qui marque le changement en 
longitude. C'est une suite immédiate de ce qui a été dit (S29). 
Par exemple , supposant que par la latitude de 47** 20' on 
ait couru 18 lieues sur un parallèle a l'équaieur, si Ton de- 
mande combien on a changé en longitude, on fera cette 
prdportîon , cos ^y^ 20' ou sin ù^i^ 4^' ! E^ 1 1 18' est à un 
quatrième terme qu'on trouvera de 26', 56, lesquelles étant 
divisées par 20, a raison de 20 lieues par degré, donnent 
i^jSaS ou 1** 19' 4i'' à'peu-près pour le changement en lon- 
gitude. ^ 

Revenons aux propriétés de la sphère. 

33l. Supposons que AFIG, BFHG(fig. 167) sont deux 
^VBjyAs cercles de la sphère , et ABDEIH un troisième 
grand cercle qui coupe perpendiculairement ces deux là; il 
suit de ce qui a été dit (326) , que le grand cercle ABDEIH 
passe parles pôles des deux cercles AFIG,*BFHG; soient 
D et E ces pôles, et DK, EL les deux axes; puisque les 
angles ACD, BCË sont droits, si de chacun on retranche 
l'angle commun BCD, les angles restants ACB, DCE se- 
ront égaux, et par conséquent aussi les arcs AB, DE; donc 
Varc D E , qui m,csure la plus courte disttince des pôles de 
deux grands cercles, est égal à Varc AB qui mesure le plus 
petit des deux angles que ïun de ces cercles fait ai^ec Vautre, 

Propriétés des Triangles sphériques. ^ 

« 

4 33?. • Il est évident que par deux points pris sur la surface 
•dWe sphère, on ne peut faire passer qu'un seul arc de 
grand cercle ; car ce grand cercle est Tintersection de la 
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sphorn par un plan qui est assujetti à passer par le centre : 
or^ il est évident que par trois points donnés on ne peat 
faire passer qu'un seul plan. 

333. Quoiqu'un triangle sphérique puisse avoir quelques 
unrs ()o ses parties de plus de 180^, néanmoins nous ne con- 
sidérerons que ceux dont, chacune des parties est moindre 
que 180®, parcequ'on peut toujours connoitre l'un deiîes x 
triangles par l'autre. Par exemple ^ si l'on se représente le 
triangle ABEM V (fig. 166) formé parles arcs quelconques ' 
AB, AV, et par l'arc BMV de plus de 180*^ ; en imaginant 
le cercle entier BMVB, on pourra substituer le triangle 
BOVA , dont l'arc BO V est moindre que 180°, au triangle 
ABE M V, parceque les parties du premier sont, ou égales 
a celles du second , ou leur supplément h 180° ou a 36o**; en 
sorte que l'un de ces triangles est connu par Tautrc;, 

33/|.. Chaque coté d'un triajigle sphénijue est plus petit 
que la somme fies di^uar autres. 

Cela est évident. 

33j. La somjïie des trois cotes d'un triangle sphérique' 
est toujiHtrs moindre que 36o°. 

Car il est évident (oSi) que F G est plus petit que 
A G 4- A F : or, AG-+- A F ajoutés avec DG -f-DF, ne font 
que 3t.)0**; donc A G H- A F ajoutés avec FG, feront moins 
que 3(k)^. 

3o(k Soit ABC y^lî^'. 16S) un triangle sphérique queU 
conque : D F. V un autre triangle sphérique tel que le point A. 
soit A»/v>/c* dr ri:rc K F : le point C, le pôle de l'arc DK, et 
le piv'nt H. /;* pôle d.^ l'ure DF; chaque coté du trian^ 
D FF svr^^ sitpplcrrient de l'angle qui lui est opposé dans le 
triiTr^gle A IU\ et chiique angle de ce même triangle DE F 
sera surp!L\nur:t du coté i/»:/ l::i est opposé dans le triangle 
ABC. ' 

Car, pr.î<i|iio îo thmiH \ e<t le poîo de l'arc EF, le point E 
doit être clvM^ue du point A de 00'''* ^3.i5 ; par la nicine rai--^ 
5on, pi:îsquo 1'. e^l le pi»le de Tare DE, !e point E doit être 
h (>o*' i?tî poii\l C ; Aouc V:V X^e y^'^vvv V. ^c^* Vsi >^v^le de l'arc k 
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AC ; on prouvera de même que D est le pôle de BC, et F le 
pôle de A B. 

Cela posé, prolongeons les arcs AC^ AB jusqu'à ce qu'ils 
rencontrent Tare E F en G et H. Puisque le point E est pôle 
de ACG> Tare EG est de 90°; et puisque F est pôle de 
ABH, l'arc FH est de 90°; donc EG + FH ou EG + FG 
H- G H Ott EFH-GH est de 180** : or, G H est la mesure de 
Vangle A (iJaS), puisque les arcs A G, AH sont de 90°; donc 
^EF+ A est de 180° j donc E F est supplément de l'angle A. 
On prouvera de la même manière que DE est supplément 
de C, et DF supplément de B. 

Prolongeons l'arc AB jusqu'à ce qu'il rencontre DF en L 
Les deux arcs AH et BI sont cliacun de 90°, puisque A et 
Bsont les pôles des arcs EF, DF; donc AH + BI ou AH 
4-AB-+-AI ou Hl-f- AB est de 180°; mais HI est la me- 
sure de l'angle F (SaS), puisque le point F est pôle de HI^ 
donc F -4- AB est de 180° ; donc F est supplément de AB. 
On prouvera de même que E est supplément de AC, et D 
supplément de BC. 

33*^. Concluons de là que la somme des trois angles d* un 
triangle sphérique "vaut toujours moins que 54o^, ou que 
trois fois 180**, et plus que 180". 

Caria somme des trois angles A , B, C avec la somme des 
trois côtés EF, DF, DE vaut trois fois 180° (336); donc, 
i^ la somme des trois angles A , B, C est moindre que trois 
fois 180** ou que 54o°; 2^ la somme des trois côtés»EF, DF, 
DE est (3'35) moindre que 36o**, ou deux fois 180°; donc il 
rette j^us de 180^ pour la somme des trois angles A, B, C. 

o31o* Un triangle sphérique peut donc a^oir ses trois 
angles droits, et même ses trois angles obtus. 

On voit donc que la somme des trois angles d'un triangle 
sphérique n'est pas une quantité qui soit toujours la même, 
comme dans les triangles rectilignes, et par conséquent on 
ne peut pas, de deux angles connus, conclure le troisième. 

33(). Comme les parties du triangle DEF sont cliacuno 
Bnpplëment de celle qui lui est opposée dans le triangle ABC, 
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il sVnsiiit que Tun de ces triangles peut être résolu par 
Taiitre , puisque connoissant les parties de Fun, on a celles 
de l'autre. Nous ferons usage de cette remarque; et comme 
les deux triangles ÂBÇ, DEF reviendront souvent, -noo$ 
nommerons le triangle DEF triangle supplémentaire, 'çoxa 
abréger le discours. 

340. Deux triangles sphériques tracés sur une mimi 
sphère, ou sur des sphères égales, sont égaux, 1® lorsqu'ils 
ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun k 
chacun ; a® lorsqu'ils ont un angle.égal compris entre cétis 
égaux chacun à chacun ; 3° lorsqu'ils ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun; 4° lorsqu'ils 'ont les trois angles 
égaux chacun à chacun. 

Les trois premiers cas se démontrent précisément deh 
même manière que pour les triangles rectilignes. {FojreziOj 
81 et 83.) 

A 1 égard du quatrième^ comme il n'a pas lieu pour les 
triangles reclilignes , il exige une démonst ration ir^art. La 
voici. 

Concevez que pour chacun des deux triangles ABC et 
abc (tig. ifiS et 169) on ait tracé le triangle supplémentaire 
DEF et dej\ Si les angles A,B, C sont égaux aux angle» 
a, b , c chacun à chacuu, les cotés EF, DF, DE, supplé- 
ments des premiers angles, seront donc égaux aux côtés 
ej\ dj\ de, suppléments des derniers; donc, parle troi- 
sième dos quatre cas qu'on vient d'énoncer, ces deux trian- 
gles D K F et </<* /'seront parfiûteuiont égaux; donc les angles 
D, F., F srroul égaux aux anglos 1/, r, y' chacun à ckacun) 
donc les ciblés KC, AC, AB, suppléments de ces trois pre- 
miers angh\<, seront égaux aux cotés bc, ac , ab, supplé- 
ments des trois derniers . 

O \ln Piins un inafii^lc sphcriquc isoccle. les deux angles 
op/Hh^cs tiUA^ %'ô:rs v^aux sont €*^aux: et réciproquement y si 
deux urii^tis d'un rn\inflt7 sphcrique sont égaux^ les côtés 
qui leur >'0':f opposés so:ft tiussi è^aux. 

Prenez, sur les ci^Ion égaux AB, AC ^lîg. 170) 1er ff 
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ëgaux AD, A. E y et coDcevez les arcs de grand cercle DC, 
BE-, les deux triangles ADC, AEB, qui ont alors un angle 
commun compris entre deux côtés égaux chacun h chacun^ 
seront égaux (34o). Donc l'arc BE est égal a l'arc CD; donc 
les deux triangles BDC et 'BEC sont égaux, puisque, oulre 
DC égal à BE, comme on vient de le voir, ils ont de plus le 
côté BC commun , et que d'ailleurs les parties B D, CE sont 
égales, puisque ce sont les restes de deux arcs égaux AB, 
. AC, dont on a retranché des arcs égaux AD, AE. De ce 
qne ces deux triangles sont égaux , on peut donc conclure 
-- que l'angle DCB ou ABC est égala l'angle ECB ou ACB. 
Qaant k la seconde partie de la proposition , elle est une 
suite de la première, en imaginant le triangle supplémen- 
taire-, car, si les deux angles B et C (fig. 168) sont égaux, 
leurs suppléments DF, DE seront égaux; le triangle DEF 
sera donc isocèle; donc les angles E et F seront égaux; donc 
leurs suppléments AC et AB seront égaux. 

o4^*«/>a/t5 tout triangle sphérique ABC (fig. 171), le 
plus grand côté est opposé au plus grand angle ^ et récipro^ 
quemenL 

Si ra&gle B est plus grand que l'angle A, on pourra con- 
duire en dedans du triangle un arc BD de grand cercle, 
qui fiiase l'angle ABD égal k l'angle BAD, et alors BD sera 
ëgal k AD (34i) : or , BDH- DC est plus grand que BC; 
donc aussi AD+DCouAC est plus grand que BC. 

La réciproque se démontrera facilement et d'une manière 
analogue, en employant le triangle supplémentaire. 
^' Les dernières propositions que nous venons d'établir sont 
utiles pour se diriger dans la résolution des triangles splié- 
nques, où tout ce que l'on cherclie se détermine par des 
sinus ou des tangentes, qui, appartenant indifféremment k 
des arcs plus petits que 90*^, ou a" leurs suppléments, peu- 
vent souvent laisser dans l'incertitude sur celui de ces deux 
arcs qu'on doit adopter; mais ces connoissances ne sont 
' pas suffisantes pour découvrir dans quels cas ce que l'on 
^ cherche doit être plus grand ou plus petit que 90^, et dans 
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quels cas il peut être indifféremmeut plus grand oa plui 
petit. 

Moyens de reconnottre dans quels cas les angles ou les 
côtés qu'on cherche dans les Triangles sphériques 
rectangles dowent être plus grands ou plus petits 
que 90^. ' ^' 

343* Quoique deux angles, et même les trois angles 
d'un triangle sphérique rectangle puissent être droits/ et 
que par conséquent il puisse y avoir deux et trois hjpotlié* : 
nuses j néanmoins nous n'appellerons hypothénuse que le 
côté opposé à Tangle droit que nous considérerons, et nous 
appellerons les deux autres angles angles obliques, 

3q4- Chacun des deux angles obliques d'un triangle ' 
sphérique rectangle est de même espèce que le coté qui lui ^ 
est opposé, c'est-à-dire , qu^il est de 90^, si ce côté est de 90®, 
et plus grand ou plus petit que 90^ , selon que ce eoté est 
plus grand ou plus petit que 90^. 

Que B (ûg, 172) soit Tangle droit; si BC est inoîndre ^ 
que 90°, en le prolongeant jusqu'en D, de manière que BD 
soit de 90*^, le point D sera le pôle de l'arc AB (3î46) ; donc ■ 
l'arc de grand cercle D A, conduit a rextrémité du côté LA, 
sera perpendiculîiire sur B A; donc l'angle DAB sei'a droit; 
donc C A B est moindre que 90*^. On prouvera d'une manière 
semblable les deux autres cas. 

345. Si les deux cotés ou les deux angles d'un triangle 
sphérique rectangle sont tous deux plus petits ou tous deux 
plus grands que ()o^, Vhjpothénuse sera toujours plus petite 
que 90° ; et au contraire, elle sera plus grande que 90®, si 
les deux côtés ou les deux angles sont de différente espèce. 

Car, en supposant la même construction que dans la pro- 
position précédente, si AB est aussi moindre que 90*^, 
l'angle ADB, qui doit (344) ^tre de même espèce que le 
côté AB, sera moindre que 9o<> ; par la même raison , l'an- 
gle A CB sera moindre que 90^5 donc A CD sera obtus, et 
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[lar conséquent plas grand que ADC ; donc Â.D sera pins ' 
^rand que AC (34^) : or, AD est de 90*^; donc AC est 
moindre que go^. 

Pareillement, si les deux cotés BC et A B de Tangle droit 
B (fig. 1^3) sont tous deux plus grands qute 90°, l'itypotlië- 
nuse AC sera encore plus petite que 90^; car, si Ton preud 
BD de 90°, D étant le pôle de l'arc AB, DA sera de 90° : 
or, puisque AB est de plus de 90®, l'angle ACB sera obtns 
(344)9 î^ c^ ^^^^ ^^ même, et par la même raison, de Tangle 
ADB; donc ADC est aigu, et par conséquent plus petit 
que AGD; donc aussi AC sera plus petit que AD'(34â)y 
c'est-à-dire, moindre quô 90^. 

An contraire, si AB (fig. i^4) ^st moindre que 90?, et 
BC plus grand ; alors Tangle ACB, qui est de même espèce 

que AB (344) 9 ^^^^ ^^S^ ? ^^ ^^ ^^^^ ^^ même de l'angle A D B ; 
donc ADC sera obtus, et par conséquent plus grand que 
ACD; donc AC sera plus grand que AD, c'est-à-dire, plus 
grand que go**. 

Quant aux angles comparés à l'hypotliénuse, la vérité de 
cette proposition suit de ce que ces angles sont chacun de 
même espèce que le côté qui lui est opposé (344)* 

346. Selon que Vhjpothénuse sera plus petite ou phu 
grande que 90**, les côtés seront de même espèce ou de dif- 
férente espèce entre eux ; et il en sera de même des angles 
obliques. 

347* Selon que Vliypothénuse et un côté seront de même 

ou de différente espèce , Vautre côté sera plus petit ou plus 

grand que 90** ; et il en sera de même de l'angle opposé à ce 

'Aemier côté. 

I 

Principes pour la Résolution des Triangles sphériques 

rectangles. 

•.a4o* Jja résolution des triangles spliériqucs rectangles 

|i9 dépend que de trois principes que nous allons exposer 

MiTÇin^nti et que nous éclaircirous eusuile ^aii: dea 
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exemples. Le premier de ces principes est commun aux 

triangles rectangles et aux triangles obliquangles* 

Chaque cas des triangles spliériqucs rectangles peut être 
résolu par une seule proportion , que Ton trouvera toujours 
par Tun ou l'autre des trois principes suivants. 

349' ^^^^ ^^"^ triangle sphérique A BC ( fig. i ^5 ) , on 4 
toujours cette proportion : Le sinus d'un des angles est oê 
sinus du coté opposé à cet angle , comme le sinus if un auùt '\ 
angle est au sinus du côté opposé à celui-ci. 

Soit H le centre delà sphère, BH, AH, C H trois rayon»: 
du sommet de Tanglc A, abaissons sur le plan du côtéop* 
posé BC la perpendiculaire AD, et par cette ligne condai* 
sons deux plans A DE, ADF, de manière que les rayoni 
BH, Cil leur soient perpendiculaires respectivement; lei 
lignes AE, DE, sections des deux plans ABH, CBH, avec 
le phn ADE, seront perpendiculaires sur Fintersectioii 
commune AH de ces deux plans, et par conséquent l'angle 
AED sera rinclîuaison de ces deux plans (191); donc il sera 
égal h Tangle sphérique ABC (3io) ; parla même raison, 
l'angle AFD sera égal h Tangle sphérique ACB. 

Cela posé, les deux triangles ADE, ADF étant rectangles 
en D, ou aura (295) : 

n:.w/i AED:: AE : ad 

et sin AFD : R : : AD : AF; 



donc (100) jm AFD : ai// AED :: AE : AF. 

Or, les lignes AE, A F étant des perpendiculaires abais-: 
sées do ro\lrômilé A dos arcs AB, AC sur les rayons BH^i 
C H qui pa.^soiit par l'autre extrémité de ces arcs, sont (269)1 
hvs îiiuus do ces mî^tuos arcs; donc, et à cause que les angleij 
A Kl) ot AFD sont o^î.iux aux angles B et C, on a enfia^ 
sin C : v/« n : : sin A K : s in AC, 

0\\ domontroroit do la m^^me manière que sin Cl sin If 
: : sin A B : sin l\ C. 

vX)0. Si Tuii de* Auçlos compares est droit, comme som'-^ 
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1 

•inus est alors égal au rayon (274)7 ^ proportion peut être 
énoncée aînri : Le rayon est au sinus de T hjpothénuse , 
comme le sinus éPun des angles obliques eSî au sinus du 
<iôté opposé. 

35 !• Dans tout triangle sphérique rectangle^ le rayon 
^st au sinus d'un des cotés de l'angle droit , comme la tan-r. 
fente de l'angle oblique opposé h Vautre côté de l'angle, 
droit est a la tangente de ce même côté. • . 

Soit B (fig. 176) l'angle droit : de rextrémité C du côté 
-3C; menons CI perpendiculaire sur le rayon BO de la 
sphère; et par cette droite GI^^ conduisons le plan CIE de 
jmaniere que le rayon DA lui soit perpendiculaire. Alors 
p'angle lEG sera égal à Fangle sphérique A ; et puisque les 
max plans DBG, DBA sont supposés perpendiculaires, 
--^tre eux y la ligne CI^ perpendiculaire à leur conunun^ 
section DB, sera (i85) perpendienlaire au plan DBA, et 
Jtr conséquent (i 78) à la droite lE. 

Cela poséy dans le triangle rectangle DÏC on a ^296) 
DI : CI :; R : ^anglDG-, et dans le triangle rectangle EÏG 
en a, par le même principe, 

Gi:iE::ta«g^iEG:R; 

^donc (100) DI : lE ;: tangYEQ. ; tangW^Q. ou :: tang k. 
CtangBG, puisque l'angle IDG a pour mesure l'arc BG. 
Or, dans le triangle rectangle lED on a (295) DI I lE ; I R 
; sin IDE ou sin AB ; donc , à cause du rapport commun de 
DI à lE , on aura R ; 5m A. B : : tang A : tang B G. 

352 • Dans tout triangle sphérique rectangle ABG (fig. 1 7 7)/ 
ti ton prolonge les deux côtés B G , A G , d^un des angles 
obliques y jusqu'en D et E, rfe Manière que BD, À.E soient 
chacun de 90**, et qu'enjoigne les extrémités D et E par un 
Zrc de grand cercle DE, on aura un nouveau triangle CED* 
""ûctangle en E , dont les parties seront , ou égales à celles' 
iu triangle K^Gj ou leur complément, -'' ' 

- Imaginons les côtés A B et DE prolongés jusqu'à ce qu'ils 
•e rencontrent en F; puisque BD eçt de 90°, et perpendi- 
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culaire sur A B , le point D est le p&le de Tare k B (3a6); donc .^ 
DF est de 90®, et perpendiculaire sur ÂF^ par la même nv 1' 
son y DÂ est de go®. 

Puisqu'on a fait AE de go®, et que D A est aussi de 90®, k 
point A est le p61e de DF (3a5); donc AE est perpendicu- 
laire sur DF, et par conséquent le triangle CED est rec- 
tangle en E* 

Cela posé y i) est évident que Tangle E est égal a Tangle B; 
que Tangle DCE est égal à Fangle ACB (3a i) ; que le c6l< 
DC est complément de CB; que DE, complément de EF 
qui (328) est la mesure de l'angle C AB, est complément àt 
cet angle CAB; que CE est complément de AC, et qne 
l'angle D^ qui (328) a pour mesure BF complément de AB| 
est complément de AB; donc, en effet, les parties du triaiH 
gle DCE sont, on égales aux parties du triangle ACB, oa 
sont leur complément. 

On démontreroit la mente chose du triangle AHI, qn*on 
formeroit en prolongeant de même au-dessus de Aies côtés 
B A et A C de Tangle oblique BAC, jusqu'à ce qu^ fussent ' 
de go^ chacun. 

353. On voit donc que dès qu'on connoit trois choses 
dans le triangle ABC, on connoit aussi trois choses dans 
chacun des deux triangles CED, AHI. Qn voit en mêino 
temps que les trois autres parties qui resteroient à trouver 
dans le triangle ABC feroient connoltre les trois antres 
parties de chacun de ces deux triangles CED, AHI, et 
réciproquement. 

Donc, lorsqu'ayant k résoudre le triangle ABC on ne 
pourra faire usage immédiatement ni de l'un ni de Fautre 
des deux principes posés (34g et 35i), on aura recours à 
l'un ou à l'autre des deux triangles CED, AHI j et alors 
l'application de l'uu ou de l'autre de ces deux princi 
aura lieu, et fera connoltre les parties de ces triangles , 
donneront ensuite la connoissance des parties du trian 
ABC, par le principe qu'on vi^nt de poser en dernier li 
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Nous nommerons dorénavant les triangles CEO^ AHI 
triangles complémentaires. 

Si les côtés ABy. ACy ou AG, BC, que la proposition 
démontrée (SSs) suppose tous deux plus petits que 90^, 
étoient tons deux plus grands^ ou l'un plus grand et Tantre 
plus petit que 90^^ comme il arrive dans le triangle FBG 
(fig. 178); au lieu de calculer ce triangle FBC^ on calcule- 
roit le triangle ABC formé par les arcs FG, FB prolongés 
îasqn*k 180^ : les parties de celui-ci étant connues, feroient 
connoltre ceUes du triangle FBG. Au reste, il n'est pas in« 
dispensable d^avoir recours k cet expédient ; la proportion 
qne donnera la figure 177 a toujours lieu , soit que les par- 
ties da triangle soient plus petites que go^ , soit qu'elles 
•oient plus grandes. 

Remarquons y a l'égard des triangles sphériques rectan- 
gles , comme nous l'avons fait pour les triangles rectilignes 
rectangles, que l'angle droit étant un. angle connu , il suffit^ 
pour être en état de résoudre un. triangle rectangle , de 
connOitre deux choses outre l'angle droit. Passons aux 
exemples. 

£xsicPLB I. Supposons le côté BG de i5^ l'jf, l'angle A de 
a3^4^'; on demande Thypothénuse A G. 

Pour trouver Thypothénuse, on peut faire immédiate- 
ment usage du principe donné (349)9 en faisant cette pro- 
portion, sin A l sin BG C I R I sin A G, qui n'est autre chose 
que la proportion énoncée (35o)^ mais dont on a transposé 
les deux rapports. Gette proportion^ dans le cas présent^ 
revient à sin 23^ 4a' : sin iS** 17' : : R ; sin AG. 

Opérant par logarithmes^ on a : 

Logsin i5** 17' 9,4^09330 

Log du rayon i 

Complément arith. du log sin de -li^ lyiK o,39583o4 

Somme ou /og^5i/i A G. ^ ^9,8167634 

^îy dans les tables , répond a 4o^ ^9' \ en sorte que l'hypo- 
diénuse A G est de 4o^ 59'; si elle doit être moindre que de 
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Soit G le centre de la sphère : du sommet de Tangld A, 
abaissons sur le plan BGC de Tare BG la perpendiculaire 
AI; elle sera dans le plan AGD de Tare AD. Conduisons 
par AI les deux plans AIE, AIF, de manière que les rayons 
GBy GC leur soient respectivement perpendiculaires; et do 
point D, menons les perpendiculaires DH, DK sur les mêmes I 
rayons. 

Les triangles GIE, GDH seront semblables, à cause des 
lignes lE, DH perpendiculaires sur GB; par une raison 
semblable, les triangles GDK, GIF sont semblables. On t 
donc ces deux proportions : 

GH:GE::GD:Gi 

etGK:GF::GD:GL 

Donc, à cause du rapport commun de GD k GI, on a ; 
G H : GE : ; GK : GF. Or, GH est le cosinus de BD (270), 
GE le cosinus de A B , GK le cosinus de GD , et G F celui 
de A C ; donc cos BD l cos AB ; ; cos CD; cos A C , ou en 
mettant le troisième terme à la place du second, et le second 
a la place du troisième, 

coj BD : cos CD : ; cos AB : cos AC. 

330. Les mêmes choses étant supposées que dans la pro- 
position précédente , on a cette autre proportion : Jjc sinus 
é/e B D est au sinus de CD, comme la cotangente de Fangle 
B est à la cotangente de l'angle C. 

Car les angles A El, A FI sont égaux aux angles B et C 
chacun a chacun, ainsi que nous Tavons vu dans la dëmoD»* 
tration du n° 349; donc, puisque les triangles AIE, A IF 
sont rectangles, les angles EAI, FAI sont complément» 
des angles x\EI, A FI, et par conséquent des angles B 
et C. 

Cela posé , dans le triangle A E I , on a (^196) R l tang E Al 
ou cotB ;; AI ; lE; et dans le triangle rectangle AIF, OB 
a tanglS.¥ on cot Cl R ::IF: AI; donc (100) cotClcoti 

::iF:iE. 
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Mais les triangles semblables GFI , GKD^ et les triangles 
semblables GEI, GHD donnent : 

iF:DK::Gi:GD 
ctiE:DH::Gi:GDj 

doncIF:DK::IE:DH 

ouiF:iE ::DK:DH. 

Donc anssi cotC : co2 B ; : DK ; DH. Or, DK et DH sont 
les sinus des segments DC et DB ; donc enfin cotC l cotB 
:; fi>iDC;«/iDB. 

35q. Dans tout triangle sphériqve ABC (fig. iSo), si 
d'un angle Â on abaisse Varc perpendiculaire ÂD sur le 
eâté opposé BC, on a cette proportion : La tangente de la 
moitié du coté B G est à la tangente de la moitié de la somme 
des deux autres côtés ^ comme la tangente de la moitié de 
leur différence est a la tangente de la moitié de la diffé-- 
rence des deux segments CD^ BD, ou (fig. i8i) h la tan- 
gente de la moitié de leur somme. 

On vient de voir (35^) que cos AB î ces AC : : cos BD 
; cos CD; donc (98) cos A B -f-co^ AC ; cos A B — cos A C 
llcosBD'+'COsCB : cos'BD — co5 CD; maïs (287) co5 AB 

.^ A^ â^ AC + AB AC — AB 
-4-co^AG;co5AB — COS AL H cot r — ; tang ; 

et parla même raison, cojBD + co^ CD * coj BD — C05CD 

CD + BD CD — BD , AC + AB 
Z l cot I tang ; donc cet 1 tang 

AC — AB CD + BD CD — BD AC + AB 

: ! cot ■ • l tang , ou cot ■ 

CD+BD AC — AB CD — BD 
• cot ■ I : tang ; tang , ou, a cause 

qoe (380) les cotangentes sont réciproquement proportion-^ 

CD + BD AC + AB 
nelles aux tangentes, tang ; tang ;: tang 

AC — AB CD — BD ^ , , ^ « ^^x t>tx 
r tang . Or, dans la ngure 180, C1D+-BD 

est BC; et dans la figure 181, CD — BD est BC; donc, 

, ^ n BG AC-fAB 
pour la figure 100, on a tang — l tang Il tang 
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le complément, ne peut être que 58^ 89^ ; car les deux côtëi ji 
A6^ ÂC étant de même espèce, rhypothénuse doit (345) J( 
être moindre que 90**. 

Exemple V. Les mêmes choses étant données , pour 
trouver Tangle G ou Tangle Â , on appliquera directement 
la proposition (SSi), qui pour langle Â donne R ; sinAi 
:; long A. : tangBCy ou sinkBlR II tangBC l tangk^ 
c^e8t-h-dire,5//i48**5i' : R ; : tangZ^^ 45' : tangA; et par h 
même raison y on aura pour Fangle G , sin B G ; R I T tangAB 
: iangCy c'esi-h-dire, sin 87^45' : R : : tang/^S'' 5i' I tangC. 

Opérant par logarithmes, on aura. 

Pour Tangle A, 

Zogr to/igr 37° 45' 9,8888996 

Log du rayon i 

Complément arithmét. du log sin 48^ 5 1 ^ 0,1 a32 m 

Somme ou Zog^ <a/ig^ A 10,0x21107 

Pour Tangle C, 

Log tang iS'^ 5i' io,o5854i5 

Log du rayon i.,..^ 

Complément arithmét. du log sin 37^45'- o,ai3o944 

Somme ou /og^ tei?^ C 10,2716359 

après avoir été une unité au premier chiffre, selon ce quisj 
été dît (297), 

qui , dans les tables , répondent à 45® 48' et 61" 5 1', qui sont, 
le premier, la valeur de l'angle A, et le second, la valeardi 
Tangle C, parceque les deux c6tés AB, BC étant tous deux! 
plus petits que 90% les deux angles A et C doivent aussi (3^ 
Otre tous doux plus petits que 90**. 

Ces exemples $ut>isont pour faire voir comment on do|( 
se conduire d.ins les autres cas : mais pour épargner a cenxl 
qui auroiont de ces sortes do calculs a faire, la peine dej 
vocourir aux triangles complémentaires, nous joignons id' 
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QuESTiov IL Etant donnés deux côtés AB, AG(fîg. iBo), 
3t un an^e:.opposé B , troui^er le troisième côté BC. 

De l'angle A opposé au côté cherché , imaginez Tare per- 
pendicnlaire AD; et dans le triangle rectangle ADB, cal- 
culez le segment BD par cette proportion , qui revient au 
même que la seconde de la table ci-dessus^ page 281 : 

cosB : R:: co^ab ico^bd; 

ou bien par cette^autre : 

R:cojB :: tang kB : tangBD^ 

qui revient au même, puisque (280) leà tangentes sont réci^ 
proqnement proportionnelles aux 60 tangentes. 

Et pour avoir le second segment CD^ faites cette autre 
proportion (357) : 

cos AB : cos AC : : cos BD : cos CD. 

Alors, selon que AD tombe dans le triangle ou hors du 
triangle^ vous aurez BC, en prenant ou la somme ou la dif- 
férence de BD et DC. 

Question IIL Eteint donnés les deux angles B et G 
(ûg. 180), et un côté opposé AB, tromper le côté inter-- 
cepté BG. 

De Fangle A opposé au côté cherché BC, imaginez Tare 
perpendiculaire AD; et dans le triangle rectangle ADB, 
calculez BDpar la même proportion que dans la Question II; 
•avoir : • 

R ; t?o^ B : : tang AB : tangl^J^. 

Pour avoir le second segment CD, faites cette autre prô- 
poT^on (358) ; 

cotB : cotCw sin BD : sin CD. 

Et pour avoir BC, prenez la somme ou la différence de 
CD et de BD, selon que la perpendiculaire tombe dans le 
triangle ou hors du triangle. 

Question IV. Etant donnés deux côtés AB, BC (fig. i8o)j^ 
€t V angle compris B, trouver le troisième côté AC. « 
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Les proportions que renferme cette table sont tontes i 
fondées sur les deux principes enseignés (349 ®^ ^^^)f ^' { 
appliquées ; soit immédiatenient au triangle ABC^ soie aux 
triangles complémentaires, puis transportées au triangle 
ABC. Pnr exemple , la première est la proportion même du 
n^ 349 ou du n^ 33o , appliquée immédiatement au triangle' 
ABC, en renversant seulement les deux rapports; la seconde 1 
est la proportion du n^ 35 1 , appliquée au triangle complé- I 
meutaire CED, dans lequel on a R I Ji/iDE II tangD I 

I tangCF, , ou , en rapportant au triangle ABC, R l cosA, 1 

II cotXh l col A C, ou, en mettant le premier rapport à la : 
place du second, cof AB ; cotA.C 1 1 R T cos A, 1 

On trouvera de même les autres proportions qne ren- \ 
ferme cette table ; les inversions qu*on y a faites dans les ' 
proportions que donncroient immédiatement les deozprin- \ 
cipes (349 et 35i), ne sont pas indispensables ; elles n'ont / 
pour objet que de faire que la quantité cbercbéesoit le qua- 
trième terme de la proportion. 

C^eijt par des triangles spbériques rectangles qu'on cal- 
cule les ascensions droites, et les déclinaisons des astres, par 
le moyen de leur longitude et de leur latitude, et récipro- 
quement ; mais ce n'est point encore ici le lieu d'exposer les 
notions d'astronomie que ces objets supposent. 

Des Trûingles sphériques ohliquangles. 

3d.|.. Les triangles spliériqties rectangles se résolvent 
dans tous les cas par une seule analogie, ainsi qu'on vient 
de le voir. II n'en est pas de m«**mc des triangles spliériques 
obliquangles : dans plusieurs cas , il faut faire deux analo- 
gies. Ces cas exigent qu'on abaisse de l'un des angles du 
triangle propose un arc de grand cercle, perpendiculaire- i 
ment sur le côté opposé. Comme cet arc peut tomber ou sur ! 
le côté même, ou sur le prolongement de ce côté , selon les \ 
différents rapports de grandeur des côtés et des angles il 
convient, avant d'établir les principes de la résolution de 
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ces sortes de triangles, de faire distinguer les cas où Tare 
perpendlcalaire tombe en dedans du triangle , de ceux où il 
tombe an-dehors. 

355. L*arc de grand cercle AD (fig. 180), abaissé per- 

- pendiculairement de r angle A d'un triangle sphérique sur 

le côté opposé , tombe dans le triangle , quand les deux 

autres angles B et C sont de même espèce; et au-dehors , 

quand ils sont de différente espèce. 

' Car, dans les triangles rectangles ADC, ADB (fig. 180), 
les deux angles B et C doivent être chacun de même espèce 
que le côté opposé AD (344)? donc ils doivent être de même 
espèce entre eux. 

Dans les triangles rectangles ADC, ADB de la figure i8i> 
les angles A C D , A B D doivent être de même espèce chacun 
que le côté opposé AD; donc, puisque ABC est supplé- 
ment de ABD, ABC et ACD doivent être de différente 
espèce. 

Principes pour la Résolution des Triangles sphériques 

obliquangles, 

356. La résolution de tous les câs possibles des triangles 
sphériques obliquangles porte sur cinq principes que nous 
allons faire connoitre, et sur la résolution des triangles rec- 
tangles : tous ces principes ne sont pas nécessaires k*la-fois 
pour chaque cas; mais ils le sont pour être en état de les 
résoudre tous. 

De ces cinq principes, nous en avons déjà établi deux; ce 
Wiit ceux qui sont énoncés aux numéros 336 et 349 • voici 
les trois autres. 

00^ m Dans tout triangle sphcrique ABC (fig. 179), si 
^un angle A on abaisse Varc de grand cercle A D perpen^ 
iiculairement sur le côté opposé BC, o/i aura toujours cette 
Proportion : Le cosinus du segment BD est au cosinus du 
Segment CD , comme le cosinus du côté A B est au cosinus 
4u côté AC. 



a4o ELEMENTS 

Question VIII. Etant donnés deux angles F et G (fig, i8a), 
et un côté opposé GE , trou\fer le troisième angle E. j 

Prenez les suppléments des trois choses données , et Toas 
connoitrez dans le triangle supplémentaire ABC, A G, AB 
et l'angle 6 ; calculez donc le côté BC par la Question II : le 
supplément de ce côté sera la valeur de l'angle E (336). 

Question IX. Etant donnés les deux côtés EG, EF 
(fig. 182 ) , et un angle opposé G, trouver Vangle E compris 
entre les deux côtés connus, 

. Prenez les suppléments des trois choses données, et dans 
le triangle supplémentaire ABC vous connoitrez TangleB^. 
Tangle C, et le côté AB; il s'agira decalculer le côtéBG, oe.. 
qui se fera par la Question III. Le supplément de BC sen 
la valeur de Tangle E (336). - • 

. Question X. Etant donnés deux angles GetE (fig. i8a)i 
et le côté intercepté GE, trousser le troisième angle F, Ij 

. Prenez les suppléments des trois choses données, et dam 
le triangle supplémentaire ABC vous connoitrez AB, BC, 
et l'angle compris B; il s'agira de calculer A C, ce qui se fera 
par la Question IV. Le supplément de AC sera l'angle de- 
mandé F (33G). 

Question XI. Etant donnés deux angles G et TS,{{kS. 182), 
et le côté intercepté GE, trouver Tun des deux autres cotés; 
trouver FE , par exemple. 

Prenez les suppléments des trois choses données, et dani li^ 
le triangle supplémentaire ABC vous connoitrez AB, BC, 
et l'angle compris B; il s'agira de calculer l'angle C, ce qoi 
se fera par la Question V. Le supplément de C sera la valeur J,^ 
du côté F K (336). 

Question Xïl. Etant donnés les trois angles E, F, GH 
(fig. 182), trouver lun des côtés; le côté F, G, par exemple» ^ 

Prenez les supplénients des trois choses données, et dans 
le triangle supplcoienlaire ABC vous connoitrez les trois 
côtôs BC, AC, AB; il s^agira de calculer l'angle B, ce qaj 
se fora par la Question VI. Le supplément de B sera la valeur 
du côté chcrclic EG (336). 
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Avant de passer aux exemples , remarquons que^ quoique 
plusieurs cas des triangles obliquaqgles exigent deux analo- 
gies , il y a cependant une espace de triangles obliqoangles 
qui peut toujours être résolue par une seule analogie; ce- 
Bout ce^x dont un côté est de 90^; .car, en employant le 
triangle supplémentaire^ ce triangle devient un triangle 
rectangle. 

Donnons maintenant quelques exemples. 

'Exemple de la Question IV. Supposons que le point F 
(fig. 166) marque la position de Paris sur la terre ; le point 
Gj celle de Toulon : on sait, par les observations astronom- 
iques , que la latitude de Paris, ou l'arc BF est de 48® 5o' (i); 
«^e la latitude de Toulon, ou Tare GE est de 43^ 7', et que 
la différence de longitude entre Paris et Toulon, ou Tare 
BE, ou l'angle BAE ou FA G est de 3^ 37' : on demande 
quelle est la plus courte distance de Paris a Toulon. 

Lç chemin le plus court pour aller d'un point a un autre 
lar la surface d'une sphère , est l'arc de grand cercle qui 
passe par ces deux points. Imaginons Tare F G de grand 
cercle. Si des arcs AB, AE, de 50^ chacun, nous retran- 
chons les arcs BF, GE qui sont de 48** 5o' et 43° -j', nous 
anrons les arcs AF, AG de 4i® 10' et de 46° 53'. Nous con- 
noltrons donc, dans le triangle AFG, les deux côté;» A F, 
AG, et Tangle compris FAG; il est question de calculer le 
troisième côté F G. 

Représentons le triangle FA G par le triangle ABC 
(fig. i83), et supposons AB de 4i° 10', BC de 46° 53', et 
Tangle B de 3° 3^' ; alors, selon la règle donnée dans la 
Question IV , je calcule le segment B D par cette pro- 
portion : 

R : ces 3° 37' : : tang 4i<» 10' : tang B D, 



(x) r^ons négligeons les secondes dans cet exemple. 
Ci:OM£TIlI£. 
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Opérant par logarithmes, j^ai : 

Xogcox 3^37' 9j999ï342 

Logtang^i'' 10' 9,9417*35 

Somme^ i9>94o8477 

Log du rayon 1 

Reste ou log tang BD 9794^8477 

qui, dans la table^ répond k 41** ^' ; retranchant 4i* 7' Aï 
BC, c'est-a-dire, de 46** 53', nous aurons 5** 4^' pour le «ej^ 
ment CD. 

Pour trouver le c6të AC, je fais, conformément à ce qitt 
a été prescrit dans la Question lY, cette proportion : ; *! 

ro5 4i** 7' l coi 5° 46* î : cos 4i** 10' : cas AC. 
Et opérant par logarithmes, j'ai : 

Log cas /^i^ 10' . .^. . . . 9,8766785 

Logeas 5^46' 9,9977966 

Complément arithm. du log cas ^i^ 7'. . 0,1:229904 

Somme ou log cas A C ^9; 9974655 

d'où, par les tables, on conclut que AC est de 6® 11', qui, • 
raison de 20 grandes lieues par degré, valent 124 grandes 
lieues à très peu près; mais, en lieues moyennes ou de aS 
au degré, cela revient à i54 lieues environ. 

Exemple de la Question VI. Nous avons dit (i38), en par- 
lant de la manière de lever les plans, que nous donnerioBf 
les moyens de réduire les angles observés au-dessus ou att-i 
desspus d'un plan horizontal, à ceux qu'on observeroit dailf 
ce plan même. En voici la méthode. 

Supposons que A, B,.C (fig. i84) soient trois points dif'j 
féremment élevés au dessus du plan horizontal HE, et ij 
ginons les perpendiculaires Èi, Aa^ Ce sur ce plan;onaui 
un triangle abc dont les sommets a^ b, c, représentent h 
objets A, B, C, de la manieje dont ils doivent être repri 
tentés sur une carte. 
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Sapposaïit qu'on ait pu, du point Â^ observer les deux 
oints Bet C, on demande ce quil faut faire pour dëter- 
liner l'angle a. 

On mesurera au point A Tangle BAC et les angles B A a, 
]A/z; le premier peut être mesuré sans aucune difficulté; 
regard de chacun des deux autres, de Tangle B Ad^ par 
xemple, on disposera Finstrument dans le plan vertical 
[u'on imagine passer par AB^ et plaçant un des diamètres 
lorizontalement, par le moyen du fil à-plomb, qui alors 
narquera la ligne A a, on dirigera l'autre diamètre au point 
), et on verra sur Tinstrument combien il y a de degrés 
!ntre le fil k*plarab et le diamètre dirigé au point B, ce qui 
lonnera Tangle B Aa; on trouvera de même Tangle CAa. 

Cela posé , si l'on conçoit que , d'un rayon quelconque 
kjy et du point A comme centre^ on ait décrit les arcs DP, 
DG, GF dans les plans des angles BAC, BAa, CAa, on 
tara un triangle sphérique DGF, dans lequel on connoitra 
escôtésDF, DG, GF, mesures des angles BAC, BAa, 
ZA.a qn'oaa observés; l'angle DGF de ce triangle sera égal 
iPsiDgle bac^ puisque les deux droites ba, ac étant per- 
)endicalaires a l'intersection A a des deux plans A£, Ac, 
ont le même angle que ces plans , et par conséquent (820) 
m angle égal a l'angle sphérique DGF. 

Supposons donc que les angles observés BAC, DAû, C Aa 
oient respectivement de 82** 10', 77** 4^', 74** ^^4' 3 ^1 s'agit 
lonc ( /îg". 180 ) de calculer l'angle B opposé au côté AC de 
b*io' dans le triangle sphérique ABC, dont les trois côtés 
IB, AC,BC sont respectivement de 74*^ ^4'? 82° 10', 77^4^'- 
)onc, conformément à ce qui a été dit dans la Question VI, 

î calcule la demi-différence des deux segments BD et CD 

BC AG + AB AC— AB 
iT cette proporuon^ra/ïg^ — I tang l\ tang 

CD — BD 

tang y c'est-à-dire, tang 38° 5i' ; tang 78^ 17' : :. 

^ ^^. CD — BD 

ng 3<> 53' : umg . 



• r ^ < 
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Opérant par logarithmes, j'ai : 

Log tang i'^ 6y 8,8317478 

Log tang 78° 17' io,6833Lo5o 

Complément arithm. du log tang 38® 5 1 '. OjOpSgSfi^ 

CD — BD TT 

Somme ou log tang — -''p^ooSgogy 

qui répond a 22** 7'. 

Retranchant 2a® 7' qui est la demi-di£férence delà moitié 
de BC, cVst-à-dire, de 38® 5i', nous aurons (3oi) le pla»|i 
}>etit segment B D de 16® 44' > ^lors, dans le triangle rectangle 
ADB, pour avoir Tangle B, je fais, conformément a ce qû 
a été dit dans la Question VI, cette proportion : tang ÂB * 
tang B D : : R : C05 B , c^est-a-dire y tang 1 4® 24' : tang iff» 44' 

: : R : c(w B. 

Et opérant par logarithmes, j^ai: 

Logtang 16® 44'. ; 94780591 

Log du rayon i 

Complément arithm. du logtang 74"^ 24'- 89.4459^32 

Somme ou log l\\< B / 08^.9239824 

qui répond à 4'^4v> . dont le complément 85** 12 est laTaleur 
de Tanglo B, c'o5l-k-iHre ^tî^:. 184}, de Tangle bac. 

Pour révluiro Taucle C à ran5:le c. on teroit un calcul sem- 
Mable, on 5uppo*.KU qu'on eut observé Tande ACB, Tangle 
A Ce» et raîule Bi\\ 

A IViiarxî du îr\^\<:c:i>e anîrîe f , il n'est p.is nécessaire Je, 
le' calcule r» {\xrc*v.uo lo trusisilc abc étant rectilîgne, sei! 
trois angles \^lo::t vU'u\ droits. 

En siippcv*Jiuî îo.. .ntr> v:.:\i.uur* roirt:^ d riz îr^tscî* sphêriqof 
n'est de plus d^r i^v-^. o" iv,;: i». ;ecT2Li:v;r. par nr^ r^Ie a jskz simple. 
si ce qu op chvTivh^ vUv: «r::v aoir.ir^ v;u,' ^c ••. ,*u j ?. ~<^î iadifiereii- 
mn\\ tire plu> irju:>i v*:i v. ,.> \v-,:. ^ oiv."* ,N^::e r-,:'^. 

Si le qu;iU:Lc:K< •,r:^:t: i: ^ivA..-^^ .vt ^c-c-xràîit q-^« tous êtes 
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obligé de faire pour résoudre uu triangle sphérique, est un sinus, 
l'arc auquel il appartiendra peut indifféremment être de moins ou de 
plus qiie 90<>, excepté le cas où, le triangle étant rectangle , il se trou- 
"veroît parmi les trois choses connues, une qui seroit opposée dans le 
triangle à celle que l'on cherche. Dans ce cas (344)9 ces deux dernières 
quantités sont toujours de même espèce entre elles. 

« 

Mais si le quatrième terme est un cosinus , ou une cotangente , ou 
une tangente, alors observez, à IVgard des termes connus de la pro- 
portion , la règle suivante : Donnez le signe -+- au rayon et à tous les 
sinus , soit que les arcs auxquels ils appartiennent soient plus grands, 
soit qa*ils soient plus petits que 900. Donnez pareillement le signe -h 
à tous les cosinus , tangentes et cotangentes des arcs plus petits que 
90®; et,'au contraire, donnez le signe ^ — à tous les cosinus, tangentes 
et cotangentes des arcs plus grands que 90^. Alors , si le nombre des 
S^poes — est zéro ou pair, l'arc qui répond au quatrième terme sera 
toujours moindre que 90° ; il sera au contraire plus grand que 90®, 
si le nombre des si(,mes — ■ est impair. 

Cette règle est fondée, i** sur la règle pour la multiplication et la 
division des quantités considérées par rapj)ort à leurs signes : on verra 
cette dernière dans TAIgcbre; 2^ sur ce qui a été observé (273 et suiv.) 
relativement aux sinus , cosinus , etc. des arcs plus petits ou plus 
grands que 900. 
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Vjette seconde partie comprend, ainsi que le titr^ 
l'annonce , les Elémens de Géométrie , la Trigono-« 
métrie-rectiligne , et la Trigonométrie sphérique. 

.Je ne m'arrêterai point à rassembler ici les raisona. 
qui doivent engager les Elèves destinés à la Marine, à 
se rendre familiers les principes répandus dans ce 
livre. S'il est un art auquel Tapplication des Mathé- 
matiques soit plus utile qu'à un autre , c'est la na- 
vigation : dussé-je me répéter, je dois dire que ces 
sciences , qui sont utiles dans d^autres parties , sont 
indispensables dans celle-ci. 

Il ne faut pas en conclure, cependant, qu'un livre 
de Géométrie Elémentaire destiné à cet objet, doive 
rassembler un gratid nombre de propositions. S'il 
sufBsoit , pour bien inculquer les principes d'une 
3cience , de donner ce qui est essentiellement néces- 
saire au but qu'on se propose , ceux qui connoissent 
un peu la Géométrie savent qu'on y satisferoit en peu 
de mots. Mais l'expérience démontre qu'un pareil 
livre seroit utile seulement à ceux qui ont acquis déjà 
c^es connois&ances , et qu'il n'imprimeroit que dç 
fçtibles traces dans l'esprit des Çommençaus.. 



Tj PREFACE. 

D'uQ autre côté, il nV a pas moins d'incoDTéiiicns 
à trop multiplier les couséquences ^ surtout quand 
elles ne sont ( comme il arrive souvent ) que de nou- 
velles traductions des principes. Il n'est pas douteux 
que des Elémens destinés à un grand nombre de lec- 
teurs , doivent suppléer aux conséquences que plu- 
sieurs n'auront pas le loisir et peut-être la faculté de 
tirer; mais il faut prendre garde aussi que ceux pour 
qui cette attention est nécessaire , sont le moins en 
état de soutenir la multitude des propositions. Le seul 
parti qu'il y ait a prendre, est, ce me semble, d'aBer 
un peu plus loin que les principes , de s'arrêter aux 
conséquences utiles , et de fixer ces deux ciioses 
dans l'esprit , par des applications ; c'est ce que j*aî 
làclié de faire. 

J'ai partagé la Géométrie en trois sections , dont la 
j)iemière traite des lignes, des angles, de leur me- 
sure , des rapports des lignes , etc. La seconde 
considère les surfaces, leur mesure et leurs rapporiSr 
La troisième est destinée aux solides ou corps, et 
renferme les priticipes nécessaires pour les mesurer 
et comparer leurs capacités. Dans la Trigonométrie 
rociiligne, j'ai donné quelques propositions, qui ne 
sont pas essentie]leme:u nécessaires pour le moment; 
TTîais elles sont au moins utiles , et le seront encore 
plus par la suite : d'ailleurs quelques-unes trouvent 
leur application dès la Trigonométrie spfcériqne. Dans-" 
ccUe-ci, 3e me suis proposé de réduire à un moindre 
nombre, les principes dont on fait dépendre commn- 
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uément la résolution des trian£;les sphériques* Je 
n^entrerai pas (Jans un plus grand détail ; c'est dans 
Touvrage même qu'il faut le chercher. Ceux qui n6 
veulent lire que la Préface, ne gagneroient pas beau^ 
coup au temps que je perdrois à cette analyse ; et 
ceux qui liront Touvrage , en jugeront mieux que 
par ce qu ' je pourrois en dire ici. 

Dois-je me justifier d'avoir négligé l'usage de» 
mots , Axiome , Théorème , Lemme , Corollaire , 
S châtie y etc.? Deux raisons m'ont déterminé : la 
première est que l'usage de ces mots n^ajoute rien à 
la clarté des démonstrations : la seconde est que cet 
appareil peut souvent faire prendre le change à des 
Commençans, en leur persuadant qu'une proposition 
revêtue du nom de Théorème , doit être une propo- 
sition aussi éloignée de leurs connoissances , que le 
nom Fest de ceux qui leur sont familiers. Cependant, 
afin que ceux de mes lecteurs qui ouvriront d'autres 
livres de Géométrie , ne s'imaginent pas qu'ils tom- 
bent dans un pays inconnu, je crois devoir les averti|r 
que, 

Aoclôme signifie une proposition évidente par ellc-r 
même ; 

Théorème^ une proposition qui fait partie de la 
science dont il s'agit, mais dont la vérité, pour être 
aperçue , exige un discours raisonné qu'on appeliç 
Démonstration / 
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• Lemme(i) est une proposition qui ne fait pas essen- 
tiellement partie de la théorie dont il s^agit, mais qui 
S3rt à faciliter le passage d^une proposition à un«f 

autre ; 

Corollaire est ime conséquence que Ton tire d'une 
proposition qu'on vient d'établir; 

Scholie est une remarque sur quelque chose qui ; 
précède, ou une récapitulation de ce qui précède ; 

Problème est une question dans laquelle il s'agit ou 
d'exécuter quelque opération, ou de démontrer 
quelque proposition. 



AVERTISSEMENT. 

li E S nombres que Ton trouve entre detix 
parenthèses^ dans plusieurs endroits de de 
livre 5 sont destinés à indiquer à quel numéro 
on doit aller chercher la démonstration de la 
proposition sur laquelle on s'appuie dans ces 
endroits. A Tégard des numéros ^ ils sont au 
commencement des à Uneâ. 



(i) Un Lcmme est souvent une proposition empi*untée d'uiit 
autre science. 
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DEFINITIONS. 

ï« (j N E ligne est une longueur sans largeur ni épaisseur. 
X On appelle points les extrëmîtës d'une ligne et l'endroit oU 
m lignes se coupent ou se rencontrent. 
3. Une surface est ce qui a longueur et largeur seulement* 
4* Les extrémités d'une surface sont des lignes. 

5. Un ëolide est ce qui a longueur , largeur et épaisseur» 

6. Les extrémités d'un solide sont des surfaces. 

7. La ligne droite est celle qui , tournant sur deux de ses 
lots immobiles , ne change point de place. 

8* Une surface plane , est celle sur laquelle une droite peut 
ppliquer exactement dans tous les sens. 

9. Un angle rectilignç est l'inclinaison mutuelle de deux 
>itesqui se rencontrent en un point qu'on appelle sommet. 

10. Lorsqu'une droite tombant sur une autre , forme deux 
glcs égaux , ces angles s'appëlent droits , et la première droite 
. dite perpendiculaire sur la^seconde. 

11. L t**jglc obtus est celui qui est plus grand qu'un droit. 
15. L'angle aigu est celui qui est plus petit qu'un droit. 

î3. On appelle limite ce qui est l'extrémitéde quelque chose. 
14. On appelle figure ce qui est compris par une seule ou par 
Bfiîeiirs limites. 
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a GÉOMÉTRIE. 

i5. Un cercle est une figure plane comprise par une seule 
ligne, dont tous les points sont également éloignes d'un point 
pris da^ns la figure. Ce point se nomme le centre du cercle, et 
la ligne que comprend le cercle se nomme circonférence. 

]6» Un arc est une partie de la circonférence. 

l'j. La droite qui va du centre à la circonférence se nomme 
rayon . 

i8. La droite qui va d'un point de la circonférence à un 
«ntre se nomme corde ou soutendante. 

19. La corde qui passe par le centre se nomme diamètre. 

20. Un segment de cercle est la portion du cercle comprise^ 
entre un arc et la droite qui joint ses extrémités. 

2 1 . Un secteur de cercle est la portion du cercle comprise 
entre deux rayons et la circonférence. 

-:a2. La circonférence se partage en 36o parties , qu'ooi- 
nomrae degrés 5 le degré en 60 parties , qu'on appelle minutei^ 
les minutes en 60 parties , qu'on appelle secondes } la seconde 
60 tiçrces , etc. f* 

Ou se sert des signes o , ' , *^ , " , etc. pour représenter les de«la 
grcs, minutes 9 secondes, tierces, etc. |je« 



AXIOMES. 



t 



25. Les grandeurs qui sont égales à une troisième , soi! ^ 
égales entre elles. 

24* Si à des grandeurs égales on ajoute des grandeurs ég$iIeS| 
les sommes sont égales. 

25. Si de grandeurs égales on retranche des grandeurs égalai 
les restes sont égaux. 

26. Si à des grandeurs inégales on ajoute des grande 
égales , les sommes sont inégales. 

27. Si de grandeurs inégales on retranche des grandei 
égales , les. restes sont inégaux, 

28i La ligne droite est la plus courte de toutes celles qui 
les mêmes extrémités. f - 

29. Deux lignes droites ne comprennent point un espace.! 
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PREMIÈRE PARTIE. 

30. Le diamètre partage le cercle et sa circonférence en 
deux parties égales. 

Soit le -cercle ABCD et AC son diamètre {fg. \) 'y ]e dis 
que le diamètre AC partago Je cercle ABCD el sa circon- 
férence en deux parties égales. 

Renversons le segment ABC sur le segraentf^DC, le dia- 
mètre -i^-C restant commun ; si l'arc ABCne s'applique pas exac- 
tement sur l'arc AD C, quelque point de Tare ABC tombera 
«B dedans ou en dehors du segment ADO. Premièr-ement que le 
point B tombe en dedans du segment AD C\ au point F^ par 
exemple : par le centre et par le point i<^ menons la droite ED'^ 
fbisque le point i? tombe sur le point F, la droite EB est 
^ale à EP^ mais EB est égal à ED., donc EF est égal à ED , 
ce qui est absurde^ donc le point B ne peut pas tomber en 
iedans du cegment 

Secondement que le point B tombe en dehors du segment, au 
)>oint G , par exemple : menons la droite J5^ G. Puisque le point B 
lombe sur le point G , la droite EB est égale à la droite E G. 
«tais le rayon EB est égal au rayon FD'^ donc la droite EG 
Kst ^gale à la droite ED y ce qui est absurde ; donc le point B 
lie peut pas tomber en dehors du segment ADC. Mais nous 
^Vons démontré qu'il ne peut pas tombejr en dedans; donc il 
ombe sur l'arc ADC, 

On démon treroit de même que tout autre point de l'arc ABC 
i^mberoit sur l'arc AD C; donc l'arc AB C s'applique -exacte- 
ment sur l'arc ADC; donc les deux arcs sont égaux. Donc le 
toiniëtre partage la circonférence en deux parties égales. 
Puisque Varc ABC s'applique exactement sur l'arc ADC^ 
■^St évident que le segment ^^ Cs'applique exactement sur le 
fument ADC} donc le diamètre partage aussi le cercle ea 
tnx parties égales* 
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Si. Dans un même cercle, et dans des cercles égaux 
arcs égaux sont soutendus par des cordes égales . 

Je dis d'abord que dans un même cercle des arcs égaa 
soutendus par des cordes égales. 

Il y a deux cas , car les arcs sont contigus , ou ils ne le soi 

Premier cas. Soient les arcs contigus et égaux. AB^ 
(fig,!i.). Menons le diamètre AC, et renversons le < 

cercle AB C sur le demi-cercle AD C, le diamètre restani 

* 

luun ; le pointa tombera sur le point D , parce que Tar 
est égal à l'arc A D'j donc la corde AB s'appliquera exact 
. sur la corde AD^ donc ces cordes sont égales. 

Deuxième cas. Que les arcs égaux AB^DE (J^g-^ 
ne soient pas contigus; menons les diamètres B C, £P» 1 
portons le demi-cercle BAC sur le demi-cercle EDï 
manière que le diamètre ^C s'applique exact pment sur 1 
mètre EF\ le point A tombera sur le point Z> ', poisqu< 
AB est égal à l'arc DE^ donc la conîe AD s'.ippîiquera 
toment sur la corde DE\ donc les deux cordes sont égale 

Je dis à présent que dans des cercles égaux les arcs égac 
soutendus par des cordes égales. 

Soient les arcs égaux AB , CD (^-r. 5 ) dans les < 
égaux ABE j CDE\ menons les diamètres DE y DF.^ 
jH.rtons le demi- cercle BAE sur le demi-cercle DCE , < 
nière que le diamètre iJ-E" s'applique exactement sur le dia 
D F\ le point A tombera sur le point C y puisque Tare j 
\SL^\ à Tare CD i donc la corde AB s'apnîigue exactem< 
la ix>rde CD; donc les deux cordes sont égales. 

l^uc dans un même cercle, ou dans des cercles é^aa: 
aro< i^Aux sont soutendus par des cordes égales. 

32. />«3n.c toii m^me cercle ^ ou d^is d^s cercles égau: 
cc^sJ^s «vr«î/«v .co^iendW:/ des €::^cs <U^*îi:x. 

Je dis d^abord que dans le même cercîe, les cordes 
s«^ule«H}eIlt des arv$ égaux. 11 y a deux cas , car les cordt 
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JPremier cas. Soient les deux cordes contigùes et égales AB ^ 
BD {fg'^Y Menons le diamètre -^C,"et prolongeons-le * 
vers j& , et du point-^avec le rayon AD^ décrivons la demi- 
circonférence EDF, Renversons le demi-cercle ^^C sur le 
deiai-cercle >^DC, le diamètre ^C restant commun^ le pointa 
tombera sur la demi-circonférence AD C y il tombera aussi sur 
la demi-circonférence EDF y puisque la corde ^^Ô est égale 
au rayon ADj^ donc le point B tombera tout à la fois suf les 
deux demi -circonférences ADCy EDFj donc le point B 
tonabera sur le point D, qui est le seul point commiun à ces 
deux demi-circonférences; donc l'arc AB s'appliquera exac- 
tement sur l'arc AD ; donc ces deux arcs sont égaux. 

Deuxième eus. Que les cordes égales AB, DE {fg 3 et 4) 
lie soient pas contigiies. Menons les diamètres BC , j&F; pro- 
longeons le diamètre EF vers K , et du point E ^ et avec ED 
décrivons la demi-circonférence IIDK, Transportons le demi- 
cercle BAC sur le demi-cercîe EDF, de manière que le dia- 
mètre jffC s'applique exactement sur le diamètre EF^ le point 
A tombera sur la demi-circonférence F B E , et ce même point 
tombera aussi sur la demi-circonférence HDK y parce que la 
corde ^i5 est égale au rayon ED\ donc le point y^ tombera louft 
à la fois sur les deux demi-circonférences FBE , HDK ; done 
le point A tombera sur le point D , qui est le seul point commua 
à ces deux circonférences; donc l'arc y^iî s'applique exactement 
sur l'arc DF'y donc ces deux arcs sont égaux. 

Je dis à présent que dans des cercles égaux des Tordùs égales 
soutendent des arcs égaux. 

Soient les cercles égaux ABEj CD f" (fig. 5) , et\es cordes 
égales AB, CD; je dis que les arcs -^-5, CD sont égaux. 

Menons les diamètres BE, DF; prolongeons F/> , et du ^ 
point Z> , avec le rayon DC^ décrivons la demi-circonféience 
HCL\ 

Transportons le dcmi-ccrclc BAE sur le demi-cercle DC F , 
de manière que le cliaiaëtre rE s'cppîi'^ue exactement sur !c 
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diamëfre DE ; le point A tombera snr la demî-cîrconférencf 
DCF; il tombera aussi sar la deini-circoiiférence UCL , puis- i 
que AB est égal au rayon CD ^ donc le point A tombera sor le 
point C^ qui est le seul poiut qui soit comman aux demi-cir- 
conférences DCF , LCHj donc l'arc AB s'applique exactement 
sur l'arc CD; donc ces denx arcs sont égaux; donc dans de» 
cercles égaux les cordes égales son tendent des arcs égaux. 

• ; 

33. Dans un même cercle , ou dans des cercles égaux, 
les angles égaux qui o/tl, leurs sommets au centre, comprenneiA 
des arcs égeuix. 

Je dis d'abord que dans un même cercle, deux angles égaux, 
qui ont leurs sommets au centre , comprennent des arc» 
égaux. 

Il y a deux cas; car ces angles peuvent avoir un côté qui leur 
soit commun ) ou 'ils peuvent n'avoir aucun coté qui leur soit 
commun. 



.: 



Premier cas. Que l'angle>^if6* soit égal à l'angle CBD {Jîg, 6)/ 
je dis que l'arc AC est égal à l'arc CD, 

Prolongeons CB , et renversons le demi-cercle CAE sur le 
demi-cercle CDE) le rayon BA tombera sur le rayon /?/>, 
parce que «l'angle u^^C est égal à l'angle CBD; et le point 
A tombera sur le point D , parce que BA est égal à BD ; donc 
l'arc AC s'applique exactement sur l'arc CD; donc ces deuî 
arcs sont égaux. 

Deuxième cas. Soient les angles égaux ABC y DBE 
{ fig. 7 et 8 ). Prolongeons les rayons AB, DB vers les points 
F, G. Transportons le demi-cercle ACF sur le demi-cercle 
DEC, de manière que le diamètre ^i^ s'applique exactement 
sur le demi-cercle DG. Puisque l'angle ABC est égal à l'angle 
DBE , le rayon BC tombera sur le rayon BE-, donc le point C 
tombera sur le point JS; donc l'arc AC s'appliquera exactement 
hiiy Tare DE; donc ces deux &rcs sont égaux ; donc , etc. 
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Je dis , en second lieu , que dans des cercles cgaux des angles 
[ui ont leurs sommets au centre comprënent des arcs égaux. 

Cela se démon treroit de la même manière que dans le second 
ras. 

34- Dans un même cercle , ou dans des cercles- égaux , let 
mgles qui ont leurs sommets auxentre, et qui comprennent des. 
iTcs égaux , sont égaux entre eux. 

Celte proposition se démontre d'une manière semblable. 

55. Deux grandeurs inégales étant proposées y si de la plus 
grande on retranche une partie égale à sa moitié ; si du reste ort 
retranche une partie égale- à sa moitié , et ainsi de suite ; il res" 
lera enfin une certaine grandeur qui sera moindre que la plusr 
petite des deux grandeurs proposées. 

Soient les deux grandeurs inégales AB ^ ^ ifS- 9)r ^^ ^"® 
AB soit la plus grande. Que la grandeur C soit niuiîiplice pac 
an nombre assez grand pour que son juultiple soit plus grand 
jue AB ; que DE soit ce multiple , et que les parties^ifjP, FG y^ 
GIT , HD soient chacune égales à C, Retranchons de ^^ une 
Partie i^/iC qui soit égale à sa moitié ; relranclions du reste KA 
ane partie KL qui soit égale à sa moitié et aiiisi de suite, jus-^ 
pi*à ce que le nombre des parties de AB soit égal au nombre des 
parties de DE. 

Puisque DE est plus grand que AU , que EF est plus petit 
jue la moitié de E D , et que B K est égal à Fa moitié de AB y 
'e reste FD est plus grand que le reste KA. Puisque FD est 
>lus grand que T^y^ , que FG est plus petit que la moitié de ED, 
ît que KL est égal à la moitié de KA , le resté Gi^ est plus 
prand que te reste LA. De plus , puisque GZ7 est plus grand que 
LA , que GH est la moitié de GD , et que LM est la moitié 
le Z^^,.le reste HD est plus grand que le reste MA.. MaisHD 
JSt égal à C ; àor.c MA est plus petit que Cy donc , etc. 

Il sait de-là qu'on peut toujoui's partager une grandeur pro- 
posée y^5 en parties égales, dont chacune soit plus petite qu'une 
wlre grandeur proposée C, En effet , si sur la droite AB o» 
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place à la suite les unes des antres des droites ^ales chacme k 
AMf la droite AB sera partagée en parties %ales, dont cIuk 
cnne sera pins petite qne C. 

56- Dans un même cercle, ou dans des cercles égaux , let 
wtgles au centre sont proportiemnels aux arcs qu'ils compran 
nentp lorsque ces angles sont commensurables entre eux; et 
tes arcs sont proportionnels aux angles qui les comprtmat 
lorsque ces mêmes arcs sont commensurables entre eux (^ 

Soient dans le cercle ACD {fg- lo) ,le.s angles ABC^ CBB} 
je dis que l'angle ABC est à Fangle CBDy comme I*arc JCtt^ 
k Tare CD. 

4 

Qne l'angle EBF soit la mesnre commnne des angles JBC^ 
C B D ; supposons que Tangle ABC contienne trois fois Taugk 
EBF j et que Tangle CBD contienne qnatre fois cemémeU" 
gle : supposons ensuite que les angles ABG y GB'H, HBC^ 
CBK , etc. soient égaux cbacuu à l'angle EBF ; il est évident 
qne les arcs AG, GH ^ HCy CK y etc. seront éganx cbacusil 
l'arc £F(35) Mais l'angle ^^C contient trois fois l'angb 
EBF y et l'angle CBD contient quatre fois l'angle CBD; 
donc 

angle ABC : angle CBD :: 3 : 4; 

on bien : 

angle ABC : angle CBD :: 3x arc EF : 4 X arc E F. Mail 
5Xarc£F=arc^C, et 4 X arc£F=arc C*i? ; donc angle 



(*) Deux quantités sont commensurables enlre elles , lorsqu'elles ont uiu 
mesure commune, c*est-à.THirc , lorsque l'une est contenue «lans Tautfe un 
certain nombre de fois sans reste, ou Iursr|u'une troisième quaalitc est contenu* 
•ans reste dans la prcniirrc, ainsi que dans la seconde. * 

Deux quanti U'S sont incommensurables entre elles , lorsque Tiine ne contient 
pas l'îiiitre sans reste, cl qu'en mcme temps il n'y a point de troisième quantitc 
qui soit contenue un certain nombre de fois sans reste dans la premicie et Uani 
la seconde. 

Une droite qui 8<foit rcjf '.^eiUt-c par Y'~,, sçroil une droite incoDimcn* 
fnrj.Vc. 
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jtBC \ angle CBD \\ arc AC \ arc \CD, Le raisonnement seroit 
le même quel que fût le nombre de fois que l'angle AB C con- 
tînt l'angle EBF y et le nombre de fois que l'angle CBD con- 
tint ce même angle. Donc dans un même cercle , les angles au 
centre sont proportionnels aux arcs qu'ils comprènent, lorsque^ 
ces angles sont commensurables entre eux. 

On démontreroit de la même manière que , dans des cer-» 
clés égaux , les angles au centre sont proportionnels aux arcs, 
qu'ils comprënent , lorsque ces angles sont commensurable» 
entre eux. 

Je dis à présent que l'arc AC est à l'arc CD , comme l'angle 
ABC est à l'angle CBD, 

Que l'arc EF soit la mesure commune des arcs A C y CD; 
supposons que VarcAC contienne trois fois l'arc EF, et que l'arc 
D C contiène quatre fois ce même arc ; il est évident <|ue l'arc 
A C sera égal à trois fois l'arc EF, et que l'arc CD sera égal à 
quatre fois l'arc EF. Que les arcs partiels AG , G H, H C y 
CK y etc. soientégaux chacun à VarcEF, et menons les rayons 
BG, BH ^ BK , etc. Les angles ABG , GBH, HBC , etc. se- 
ront égaux entre eux , parce qu'ils sont au centre et qu'ils com- 
prennent des arcs égaux (54). Mais l'arc AC contient trois fois 
VskTc E F y et l'arc CD contient quatre fois l'arc E F ; on aura 
donc, arc AC \ arc CD :: 3 : 4 ::• 3 X angle EBF : 4 
X angle EBF. Mais 3 X angle EBF = angle ABC , f^t 
4 X angle EBF= angle CBD. Donc arc AC : arc CD :: 
angle ABCl angle CBD, Le raisonnement seroit le mêine 
'quel que fàt le nombre de fois que l'arc -^6* contînt l'arc EF y 
et le nombre de fois que l'arc CD contînt ce même arc. Donc 
dans un même cercle les arcs sont proportionnels aux angles au 
centre qui les comprennent , lorsque ces arcs sont commen- 
surables entre eux. 

On démontreroit de la même manière que dans cercles égau^ 
les arcs sont proportionnels aux angles au centre qui les com- 
Ççènent^ 
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57. Dans un mime cercle , ou dans des cercles é^anse , lat 
angles au centre sont proportionnels aux arcs i/uils àomprè^ 
nentf et ces arcs sont proportionnels aux angles qui les comprè» 
nent , lors même que ces angles et ces arcs sont incommensu-^ 
râbles entns eux. 

Soient dans le cercle ACD (^fig. 11 } , les Jeux angles ABC^ 
CBD; je dis qme angle JÊBC : angle CED :: arc ^C: 
arc CD. 

Que i*angle jiBC soit pitft grand qne Tangle CBD. Faisons^ 
l'arc C£:égal à l'arc CD. Menons le rayon BE. L'angle CBÈl 
sera égal à l'angle CBD ( 54), et au lieu de la première propor- 
tion y ifous aurons celle-ci } angle ABC l angle CBE II arc 
AC : arc CE. 

Si ces, quatre quantités ne forment pas une proportion , c'est 
parce que le quatrième terme est trop grand ou trop petit. Sup- 
posons d'abord que le quatrième terme soit trop grand , et que 
l'on ait , -angle ^i? C : atogle CBE :: arc AC : arc CF. ParU- 
geons l'arc -^C en parties égales, mais assez petites pour qu'il y 
ait un point de division entre le point E et le point F (35). Que 
G soit ce point. Menons le rayon BG. Puisque les arcs AC^ CG 
sont contRuensurables, nous aurons , angle ABC l angle CBGZl 
arc A C l arc CG ( 36 ). Mais nous avons par supposition angle 
AB C l angle CBE II arc AC l arc CF} on aura donc, en 
changeant les moyens de place , les deux proportions suivantes: 
angle ABC l arc AC II angle CBG l arc CG; et angle ABCl 
arc AC y. angle CBE l arc CF. Donc angle C^ G : arc CG t: 
angle CBE l arc CF. Mais le premier terme est plus petit que 
le troisième , et le second plus grand que le quatrième; donc 
ces quatre quantités ne forment pas une proportion. Donc l'angle 
ABC n'est pas à l'angle CBE ^ comme l'arc A C est à un arc 
plus petit que l'arc CE. 

Je dis à présent que l'angle ABC n'est pas à l'angle CBE 
comme Tare AC est à un arc plus grand que CE. Supposons 
que cela soit, et que l'on ait, angle ABC l angle CBE II arc 
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'jiC l arc CF\ Partageons l'arc AC en parties égales , mars 
assez petites pour qu'il y ait un point de division entre le point E 
et le point 7*"^ (35), et que^G' soit re point. Menons le rayon BG\ 
Puisque les arcs AC, CG' sont commensurables entre eux (36) ^ 
nous aurons , angle ABC : angle CSG' y. arc AC : arc CG\ 
Mais nous avons par supposition angle AB C l angle CB E M 
arc A C : arc CF^ \ on aura donc , en changeait les moyens 4c 
place , les deux proportions suivantes , angle ABC \ arc AC II 
angle CBG' \ arc CG' , et angle ^/?G : arc^C:: angle CBEl 
arc CF'. Donc «ngle CBG' \ arc GG' :: angle CBE : arc CF' . 
Mais le premier tepme est plus grand que le troisième y et le 
second plus petit que le quatrième; donc ces quatre quantités 
ne forment pas une proportion. Donc l'angle AB C n'est pas 
à l'angle CB E , comme l'arc AB est. à un arc plus grand que 
l'arc CE. Mais nous avons démontre que l'angle AB C n'est 
pas à l'angle EBC comme l'arc AB est à un arc plus petit que 
l'arc CE. Donc l'angle ABC est à ^'angle CBE comme l'arc 
AC^si à l'arc EC ; donc dans un même cercle , les angles au 
centre sont proportionnels aux arcs qu'ils comprennent , lors 
même que ces angles ne sont pas commensurables entre eux. 

On démontreroit de la même manière que dans des cercles 
égaux , les angles au centre sont proportionnels aux arcs qu'ils 
coraprènent^ lors même que ces angles sont incommensurables 
entre eux. 

Je dis à présent que arc AC \ arc EC \l angle ABC \ angle 
EBC. En mettant les moyens à la place des extrêmes , et les ex- 
trêmes à la place des moyens , nous aurons : 
angle./^j5C: angle JE^jBG :: arc^Gtarc^G. Si ces quatre 
quantités ne formoient pas une proportion , ce serait parce que 
le quatrième terme seroit trop grand ou trop petit. 

. On démontreroit comme auparavant que le quatrième terme 
n'est ni trop grand ni trop petit, et l'on conclueroit que arc 
AC : arc J5:G :: angle ABC \ angle EBC; donc dans le 
même cercle , les arcs sont proportionnels aux angles qui les 
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comprènent , lors nicme que ces arcs ^e sont pas commenSB- 
rables entre eux. 

On démontreroit de la même manière qne dans des cercles 
égaux 9 les arcs sont proportionnels aux angles qui les com- 
prennent. 

COROLLAIRE* 

Les angles étant proportionnels aux arcs compris entre leors 
côtés y et décrits de leurs sommets comme centres avec des 
rayons égaux , on est convenu de prendre ces arcs pour mesurer 
les angles, et Ton dit qu'un angle a ponr mesin-e le nombre des ^ 
degrés et parties de degrés de t'arc compris entre ses cota et 
décrit de' son sommet comme centre. (L. i3 — 26). j 

58. Si une droite AB ( fig. 12 )fait avec deux autres BC , BD 
deux angles ABC, ABD, dont la somme est égale à deux 
droits , les deuax droites CB, BD ne forment qu^une seule 
et même droite. 

Que cela ne soit pas ; prolongeons CB vers E ; on aurt 
j4nC+JBD = !iD{*)', mAisABC+JBE = 2D; donc 
j4B C-^^ ABD:=ABC-\'ABE, On a donc , en supprimaat 
ABC de part el d'autre, AB D = AB E , ce qui estabsurda; 
donc , etc. 

39- ^'un point A ( fig. 1 j ) pris dans une droite BC , Ofi ne 
peut élever quune seule perpendiculaire . 

Supposons qu'on puisse en élever deux , les droites At)^AEy 
par exemple; on aura D AC^ EAC. Mais DAC z= DAB^ 
- et EA C = EAB ; donc VAB >> EAB , ce qui est absurde; 
donc, etc. 

4^' ^'"'ï point A ( fig. i4 ) , pris au^-dessus d'une droite EF 
on ne peut abaisser quunc seule perpendiculaire. 

Supposons qu'on puisse en abaisser deux, les droites -^^^ 
AC par exemple. Prolongeons AB , faisons BD égal à AB , et 

'■ ' ' ■ ' ■ ■ / — " 

f^') Ta îctirc D désigne un angle droit. 
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menons CZ>. Renversons le triangle CB A sur letriangle CBD^ 
la droite CB restant commune , la droite AB tombera sur la 
droite BD , puisque l'angle C BA est égal à Tangle CBD ^ et 
le point A tombera sur le point D , puisque AB-=zBD ] donc la 
droite CA tombe sur CD-, donc l'angle BCA = l'angle BCD. 
Mais l'angle BCA est droit; donc l'angle BCD est droit aussi ; 
donc la ligne AX)D est une ligne droite ^58), ce qui est ab-* 
isurde (29); donc, etc. 

4l. L^s droites qui partent d'un même point , d'une perpen^' 
diculaire, et qui s'en écartent également , sont égales. 

Que les droites AF , AD {fg- i5 ) partent du point A de la 
droite AE perpendidtilaire sur CD , et* que iE^i*' soit égal à ED ; 
je dis que AF est égal à AD\ ^ 

Renversons la figure AEF sur la figure AED , la droite AE 
restant commune ; la droite EF tombera sur ED^ à cause 
^ue l'angle AEF est égal à l'angle AED , et le point F tombera 
6nr le point Z7^ à cause que EF est égal k ED ; donc la droite 
jiF s'applique exactement sur la droite AD , donc ces deux 
droites sont égales; donc , etc. 

^2, Lorsque deux droites , qui partent d*un même point 
dtune perpendiculaire y s'en écartent inégalement y celle qui 
s'en écarte davantage est la plus longue. 

Que la droite AE soit perpendiculaire sur la droite CD j 
et que la droite v^C s'écarte plus de la perpendiculaire que 
la droite AD ^ je dis que la droite A C est plus longue que la 
Aroïit AD. 

Sur le prolongement de la droite AE , prenons la droite EB 
égale à la droite AE\ faisons EF égal à ED , et menons les 
droites CB ^ FB, A F. La droite A F sera égale à AD ci la. 
droite CA égale à CB (41 ). Prolongeons la droite Z?F jusqu'à la 
droite CA. La droite FA étant plus courte que la somme des 
deux droites FG, GA, nous aurons BF + FA <,BF + FG 
+ GA, ouBF+FA ^BG-^ GA. Pareillement la droite 
BG étant plus courte que la somme des droites BC, CG , nous 
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Mron% SG'^CA<:BC+CG+ 6A^ onBG+GA<CBC 
+ CA. Mais ^F4- FA<CBG+ GA; donc à plus forte raîsoB 
^F+ FA <^'^C+ Ci^. Dooc la somme des deux droites ^C-f* 
Ci/ est plus grande que la somme des droites BF -f- FA. Donc 
la droite CA , moitié de la somme des deux droites BC -f* CA^ 

■ 

est plus grande que la droite FA , moitié de la somme des deux 
droites BF -4- FA, Donc lorsque deux droite»qni partent d'oa 
même point d*nne perpendiculaire s*en écartent inégalement , 
celle qui s'en écarte davantage est la plus longue. 

43. La perpendiculaire est^la droite la plus courte qu'on 
puisse mener et moi point sur une droite. 

Que la droite AE soil perpendîculaire>«nr FD. Supposons 
que la droite A F soit plus courte que AE } prolongeons la 
droite AE jusqu'à ce que son jnrolongementjE^ soit égal à la 
droite ^i? y etmenons les droites JF*^, FB. 

La droite AB étant plus courte que la somme des deux droites 
FA^ FB t il est évident que la moitié de la droite AB , ou la 
droite AE , sera plus courte que la moitié de la somme des 
deux droites FA , FB y qui est égale à la droite AF ; donc la 
droite AE est plus courte que la droite AF. 

Concluons de là que d'un même point , on ne sauroit mener 
à une même droite trois droites égales , parce qu'il £audroit qu'il 
y eût du même côté de la perpendiculaire deux obliques égales, 
ou que deux obliques fussent égales à la perpendiculaire ; ce qui 
est impossible. 

44- ^^ ^J ^ V"^ ^^^ points de la perpendiculaire CD 
{fg* 16) sur le milieu d'une droite AB /jui soient également 
éloignés de A et de B. 

Que le point E soit placé hors de la perpendiculaire CD', je 
dis que ce point est plus éloigné du point A que du point B* 
. Menons les droites EB , FA , FB. Puisque la droite FA est 
égale à la droite FB (4o) , il est évident que FB -f- FE , ou 
AE est égal à FB + FE. MzisFB+FE est plus grand que 
EB; donc la droite v#£ est plus grande que U droite EB» 
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Donc le point E est plus éloigné du point A que du point B. On 
démontreroit de la même manière que tout autre point , placé 
de l'autre côté de la perpcndieulaire CD y seroit plus éloigné du 
point B que du point A. Donc il n'y a que les points de la per- 
pendiculaire sur le milieu de j4B qui soient également éloigpcs 
de ji et de B, ( L. 33—45 ). ^ 

45. Une droite. ne peut .rencontrer une circonférence en plus 
de deux points. 

Car si une droite rencontroit une circonférence de cercle en 
trois points , ces trois points seroient également distans du 
centre , et l'on auroit alors trois droites égales , menées d'un 
même point s«r une même droite, ce qui est impossible (45). 

4.6. Dans un même cercle , le plus petit arc est soutendu 
par la plus petite corde. 

Que dans le cercle BDA ifig> 17 ) , l'arc BD soit plus petit 
que l'arc BA ; je dis que la corde BD est plus petite que la 
jcorde BJl, 

Menons les rayons CB , CD , CA. L'arc BD étant plus petit 
que l'arc B A , l'angle B CD sera plus petit que l'angle BCA ; 
le rayon CD rencontrera donc la corde AB en un point quel- 
conque E, Puisque la corde BD est plus petite que BE-^- ED , 
€t que le rayon CA est plus petit que CE-\- EA y on aura 
BD + CA<,BE'^ED'\' CE+ CA , ou bien BD + 
CA '<C BA'-\^ CD. Donc si l'on retranche de part et d'autre 
les droites égales CA y CD, ou aura B D <^B A. Donc dans 
un même cercle , le plus petit arc est soutendu par la plus 
petite corde. 

47. Dans un même cercle , la plus petite corde est sol^ 
tendue par le plus petit arc. 

Que dans le cercle BDA , la corde BD soit plus petite que la 
'Corde^BA; je dis que l'arc BD est plus petit que l'arc BA, 

Car si l'arc BD n'étoit pas plus petit que l'arc FGy l'aro 

* 

3D seroit égal à Tare FG ou plus grand. L'arc BD n'est pas 
égal à l'arc FG ; car alors la corde BD seroit égale à la corde 



16 GÉOMÉTRie. 

FG (5i) f. ce qui n'est point. L'arc BD n'est pas plus grtnjqét 
Tare FG; car alors la corde jBDse'roit plus grande que )t 
corde FG (46) , ce qni n'est pas ; donc Parc BD n'est point 
ëgal à l'arc FG , ni pins grand ; donc l'arc BD est pins petil^ 
q«e l'arc FG. Donc dans un même cercle la plus petite cordt 
soutend le plus petit arc. 

48* Toute corde est plus petite que le dioïïnètre. 

Car si l'on mène deux rayons aux extrémités d'nne corde | 
celte corde sera plus petite que la somme de ces deux rayons ^ 
et par conséquent plus petite que le diamètre. ( L. 47-— 5o ). 

49* Une perpendiculaire sur UintiUeu d*une corde passe par 
le centre et par le milieu de Farc, 

Que la droite CD {fig* 16 } soit pèrpendicnîaijhe sur le miliea 
de la corde jiB ; je dis 1^ que ^ÇJff passera par le centre. 

Que cela ne soit points et qwijjli centre soit en E» Menons les 
droites EA , EB , FB. 

Puisque FA = FB (41) , on aura AF+ FEr^FB-^ FE , 
c'est-à-dire ^^ = F^ + FiS:; mais F5 + F^ > JE ^ ; donc 
AE ^ EB ; mais au contraire AE •==EB , puisque le point E 
est le centre y ce qui est absurde. Donc il est impossible que la 

r' 

droite ACne passe pas parle centre* Donc, etc. 

Je dis a^ que la perpendiculaire passe par le milieu de l'axe. 

Car les droites DA, DB étant égales , les arcs DA, DBsont 
nécessairement égaux (5i); donc'le point V est le milieu de 
l'arc AB. {,L. 53 — 5g). 

So,' Lorsqu'une tangente est parallèle à une corde , le point 
de contact est au milieu de l'arc. 

Que la tangente GIl(Jîg. 16 ) soit parallèle à la corde AB; ja- 
dis que le point de contact D est au milieu de l'arc AB. 

Au point de contact D , menons le rayon FD ; ce rayon 
sera perpendiculaire sur la tangente GH^ et sur la corde AB. 
Mais un rayon perpendiculaire sur une corde passe par le ^ 
milieu de Tare (49) ; donc le point D est au milieu de l'arc ] 
ADB. {h. Go^i). 1 
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5l. Un angle qui a son sommet à la circonférence , et qui 
tst formé par deux cordes , a toujours pour mesure la moitié 
de Parc compris entre ses côtés. 

Cette proposition a trois cas^ car il peut arriver qu'un des 
côtés de cet angle passe par le centre , où que le centre se trouve 
entre les deux côtés de l'angle , ou qu'enfin le centre soit hors 
fies deux côtés. 

Premier cas. Qu'un des côtés AB de l'angle BAD (fig. 18 ) 
passe par le centre ; menons le diamètre EF parallèle au côté 
AD, L'angle BAD étant égal -à l'angle BCF ( B. S7 ) , ces 
deux angles auront la même mesure. Mais l'angle BCF a pour 
mesure l'arc BF ( Cor. 36 ) ; donc l'angle BAD aura aussi pour 
mesure l'arc BF. Mais l'arc ^2^ est égal à l'arc jK^ (33), et 
l'arc EA est égal à l'arc FDy parce que les cordes EF, AD 
sont parallèles (B. 5g) ; donc l'arc BF est égal à l'arc FD ; 
donc l'arc BF est égal à la moitié de l'arc BD, Mais l'angle 

^BAD a pour mesure l'arc BF; donc l'angle BAD a pour 

' mesure la moitié dcf l'arc BD. ' 

Deuxième cas. Que le centre soit entre les deux côtés de 
I l'angle BAD {fg. 19 ). Par le sommet de cet angle , et par le 
! centre menons la droite AE } cette droite partagera l'angle 
'BAD en deux autres BAE et EAD. Or, l'angle BAE a 
pour mesure la moitié de l'arc BE et l'angle EAD , la moitié 
de l'arc ED ; donc les deux angles BAE , EAD , pris en- 
lemblei c'est-à-dire, l'angle total BAD a pour mesure la 
moitié de la somme des deux arcs B E y EDj c'est-à-dire , la 
moitié de l'arc BD. 

Troisième cas. Que le centre soit hors des .deux côtés de 
fangle BAD {fig. 20 ). Par le sommet de l'angle BAD , et par 
centre , menons la droite AE. L'angle EAD aura pour mè- 
re la moitié de l'arc ED , c'est-à-^ire , la moitié de l'arc EB^ 
lus la moitié de l'arc BD. Mais l'angle EAB a pour mesure la 
loitié de l'arc EB ; donc l'angle BAD aura pour mesure la 

GÉOMÉTRIE* ^ 
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moitié àe Tare BDj sans qa<^ Tangle total EjID a*mroit point 
pour meanre la moitié de 1 are ED. Donc , dans tons les qu« ' 
un angle qui a son sommet à la circon£àrence, etyii estlhiijj 
par deuf cordes , a toujours pour mesure la moitië de Tare 
pris entre ses c6tâ. j^ 

• 

5?. Un angle qui a son sommet à la einx n^r enee » er ^ 
formé par une iangmue et par une eorde^ a toujours pamrWiê^, 
sure la moitié de tare soutenibtpar la corde. 

Que la droite CB touche la circonférence E CD (^. ai )a«k 
point C; menons une corde quelconque CD; je dis que Pangis 
BCD a pour mesure la moitié de l'arc CD, 

Menons la corde DE parallèle k la tangeftte CB. L'sagW 
DCB sera égal à Tangle CDE. Mais Tangle CDE"^^^ a fvet 
mesure la moitié de l'arc Ci? compris entre ses cAtés (50 ; doae 
l'angle BCD qui lui est égal aura aussi poAr mesure le taèUi 
de l'arc CE. Or , l'arc CE est égal à gsutc CDj dodc l'an, 
BCD a.ponr mesure la moitié de l'arc CD. 

L'angle ACD ^ qui est le supplément 9e l'angle BCD, s 
pour mesure la moitié de l'arc CED. En effet , les deux angles 
DCB y DCA qui valent ensemble i8o dc^és , ont pour meson 
la moitié de la circonférence entière. Mais l'angle DCB a pou 
mesure la moitié de l'arc CD; donc l'angle AÇD a pour mf^i 
9ure la moitié du reste de la circonférence , c'est*-à-dire^ k 
moitié de l'arc CED. ( L. 65—72 ). 

55. Sur une droite donnée décrire un segment de cercU tpi 
reçoive un (fngle égal à un angle donné. 

Soit AB {fig. 22) la droite donnée , et ilf l'angle donnJ 
Prolongeons la droite AB vers F , et faisons au point B l'angltl 
GBF égal à l'angle M; par le point B , menons la droite 
perpendicalaire sur GH; du milieu de AB, conduisons la d 
EC perpendiculaire sur AB-, et du point C, et avec le ra; 
CB^ décrivons une circonférence de cercle^ je dis que 
est le segment demandé* 
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En eSeif l'angle ABH y qui est formé par une corde et une 
tangente y a pour mesure la moitié de l'arc AIB (52); mai» 
l'angle ADB a aussi pour mesure la moitié du même arc (5i) ; 
donc l'angle ADB est égal à l'angle ABU; mais l'angle ABH 
est égal à l'angle GBF , et celui-ci est égal à l'angle M ; donc 
l'angle ADB est égal^à l'angle M. Donc sur la droite donnée AB 
on a décrit un segment de cercle qui reçoit un angle égal à un 
angle donné M.(L. 73 — 81). 

54* Deux parallèles comprises entre deux parallèles sont 
égales. 

Que les parallèles AB , CD {Jig. 23) soient comprises entre 
ks parallèles AC y BD ; je dis que les parallèles AB , CD sont 
^les entr'elles. 

Joignons A D\ Le côté A D est commun aux deux triangles 
ïADB, ADC) l'angle ADB est égal à l'angle DAC, et l'angle 
IDAB égal à l'angle ADC, parce que ces angles sont alternes- 
pÎBtemes. Donc les deux triangles ADB, ADC sont égaux , puis- 
r <|a'ils ont un coté égal adjacent à deux angles égaux chacun k 
chacun. Donc les côtés AB, CD opposés aux angles égaux ADB^ 

m 

D>^C sont égaux. Donc, etc. 

55. Deux droites, qui joignent les extrémités de deux droi- 
tes égales et parallèles , sont égales et parallèles . 

Soient les droites égales et parallèles AC, BD ; joignons 
leurs extrémités par les droites AB , CD\ je dis que les droites 
AB, CD sont égales et parallèles. 

Joignons AD, L'angle ADB est égal à l'angle Z>^C, ces 
jeux angles étant alternes-internes; le côté AD est commun aux 
deux triangles ABD , A CD , et le côté AC est égal au côté BD 
par supposition; donc les deux triangles ui/D^, ADC sont égaux, 
puisqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux 
•chacun à chacun. Donc les deux côtés AB , CD opposés aux an- 
gles égaux ADB', DAC sont égaux. Mais les angles DAB^ 
^DC sont égaux ; donc les deux droitesy^i? , CD :jont parallèles»; 
Sonc ; etc. ( L. 83 — loo). 
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56. On appelle triangles semblables ceux gui ont leurs 
gles égaux chacun à chacun, et leurs côtés homologues propor^ 
tionnels f les côtés homologues de deux triangles semblables 
sont ceux qui sont opposés à des angles ^aux. 

57. Deux triangles dont les angles sont égaux chacun à* 
chacun ont leurs côtés. homologues proportionnels , et sonêfor 
conséquent semblables. 

Soient les deux triangtes ABC, DE F {Jlg. 24)* Que rànglt 
J soit ëgal à Tangle D , Tangle B ëgal à l'angle E , et fangte Ù 
ëgal à Tangle F; je dis ^eCAlFDllCBl FE V. ^BlDE. 
/Supposons d'abord que les côtes CA^ FD'9on% coaugaensant- 
blés entr'euz , et qu'ils soient entr'enx comme les nomlnres 7 et^; 
Faisons CG égal à FD , et par le point G 1 menona b-dMlt 
ÇU parallèle à AB, Partageons le côté CA en sept parties i§Êr 
les; le céti.CG contiendra quatre de ces parties. Par tespointt' 
de division , menons des parallèles au câtë AB , et par les poînti 
oii ces parallèles rencontrent le coté CB j meiietis des paral- 
lèles au côté CA. 

Les triangles C/a , /gq, ghr ^ etc. sont ég^uz entr'enx , 
parce qu'ils ont chacun un côté égal adjacent à deux angles 
égaux chacun à chacun. Donc les droites Cf,fg, gh, etc, sont 
égales entr'elles. Donc le côté CB sera partagé en sept parties 
^ales par les parallèles a/, bg, chy etc., et la droite CH 
contiendita quatre de ces parties. Mais les droites égales a/, 
q§9 rh, etc, sont égales aux droites Al^ Im, mn^ etc. (54); 
donc le côté AB sera aussi partagé en sept parties égales , et la 
droite AI ou G H contiendra quatre parties de AB^ on aura 
donC| 

CA: CG :: CS: CH :: ab : gh. 

Mais le triangle DEF est égal au triangle GHC^ parœ qiie ces 
deux triangles ont un côté égal de part et d'autre adjacent à dei 
angles égaux chacun à chacun; donc 

CA : FD :: cb :fe :: ab : de. 
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On feroit le même raisonnement , quel que fit liç rapport des 
c6tés CA , FD , pourvu que ces côtés fussent commensurabies 
entr'eax. * 

. Supposons à pre'sent que les cotés CA, FD ( fig.iS ) ne soient 
pas commensurabies entr'eux. Faisons la droite CG égale à la 
droite FD j et menons la droite GIT parallèle à AB;je dis 
qu'on aura CA l CG : : CB : CH, 

Car si ces quatre droites ne forment pas^une proportion , 
c'est parce que le quatrième terme est trop grand ou trop 
petit. 

Qu'il soit trop petit j et supposons qu'on ait : CA l CG II 
CB l CI. Partageons la droite CB en parties égales, mais assez 
petites pour qu'il y ait un point de division entre le point H et le 
point / (55j. Que L soit ce point. iPar le point L, menons la 
droite LK parallèle à BA. Puisque les côtés CB , CL sont com- 
mensurabies entr'eux, on aura : CB l CL II CA l CK ^ ou 
bien CA\CK\\ CB : CL. Mais par supposition , C^ : CG \\ 
CB : CL Donc CK \ CL y. CG : Cf. Mais le premier terme 
est plus grand que le troisième , et le second est plus petit que le 
quatrième ; donc ces quatre droites ne forment pas une propor- 
tion. Donc C-^ n'est pas à CG , comme CB est à une droite plus 
grande que CH. 

Par un raisonnement semblable, on démontreroit que ÇA 
n'est pas k CG, comme CB est à une droite plus petite que la- 
droite CH. Donc CA : CG :: CB : CH. Mais la droite CG est 
égaleà J'D, et la droite Ciï égale à FE ^ donc CA : FD :: 
CB : FF. 

On démontreroit de la même manière que CB l FE II AB ", 
DE. Donc CA : FD :: CB : FE :: AB : DE : 'y donc deux 
triangles dont les angles sont égaux chacun à chacun ^ ont leurs 
côtés hom<^ogues proportionnels. 

Puisque quand deux angles d'un triangle sont égaux à^deux. 
angles d'un autre triangle chacun à chacun , le troisième angle 
de l'un es^ égal au troisième de l'autre, nous conclurons que- 
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deux triangles sont semblables lof sqa'ils ont deax angtci igmx: 
chacun à chacun. 

5S. Deux triangles qm ont leurs côtés proportionnels' sani 
équiangles , et par conséquent semblables. 

Soient les deux triangles ABC y DE F (Jig, 2,6 ) ; que AB l 
DE :: BC:EF:: AC: DF; je dis ^e les triangles ABC y 
DE F sont équiangles. 

Sur EF , et aux points E et F , faisons Tangle FEG ifpl k 
Taogle B , et Tangle EFG ëgal à l'angle BCA -, les deaitriuH 
gles BCA , EFG seront semblables (57); donc AB l'ÉC:: 
GE : EF; mais AB l BC V. DE : EF) donc DE l EF\\ 
GE : EF. Donc DE est égal à EG , à cause que les consé- 
quents sont égaux. La droite DF est égale à la droite GF ^'px 
la même raison ; donc les deux triangles DEF, GEFaont égaoi 
«t semblables ; donc les angles DEF, DFE sont ég4nx anx an- 
gles GEF, GFE y chacun à chacun; inais \ef^ angirs GEF , 
GFE sont égaux aux angles ABC , ACB , chacun à chacun \ 
donc les angles ABC, ACB sont égaux aux angles DEF, 
DFE j chacun à chacun; donc les deux triangles ABC y DEF 
sont équiangles et par conséquent semblables. Donc , etc. 

59* Deux triangles qui ont chacun un angle égal compris 
entre deux côtés proportionnels , sont équiangles et par corné' 
quent semblables , ' 

Soient les deux trianglcv^ ADC^ DEF ; que l'angle ABC 
soit égal à Tangle DEF, cl que BC l BA II EF : ED; je dis 
que les deux triangles ABC , Z>i?-F sont équiangles et par con- 
séquent semblables. 

«Sur la droite EFy et aux points E et F, faisons les angles 
GEF , GFE égaux aux angles ABC y ACB , chacun à chacun j 
les deux triangles ABC, GEF seront équiangles^ donc BC l 
BA U FF : EG) mais BC : BA II EF : ED; donc EF l 
EG :: EF : ED -, donc EG est égal à ED ; mais le côté EF 
est commun, et l'angle DE F est égal à GEF , puisque ces 
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deux angles sont égaux chacun à Tangle ABC; donc les deux 
triangles DEF , DFE sont égaux et semblables^ donc l'angle 
GFE est égal à l'angle DFE) donc l'angle AC^ est égal à 
Tangle DFE ; mais l'angle ABC tst égal à l'angle DEF } donc 
les deux triangles ABC , DEF sont équiangles et par consé- 
quent semblables. Donc^ etc. 

60- Si dans les deux triangles ABC , DEF ( ^^. 27 ) , Van- 
gle A est égal à l'angle D ; si DE est à EF comme AB est à BC ; 
et si chacun des angles C et F est en même temps plus petit, 
ou n'est pas plus petit cjuun droit , les triangles ABC , DEF 
seront çquiangles et par conséquent sefnblables. 

m 

Supposons d'abord que chacun des angles C, F , soit plus 
petit qu'un droit 5 je dis que l'angle ABC est égal à l'angle E. 

Que cela ne soit point , et que le premier soit plus grand ; 
faisons Tagle ABG égal à l'angle E, Les deux triangles ABG , 
DEF seront équiangles^ donc^^ l BG :: DE l EF, Mais par 
supposition DE : EF :: AB : BC; donc AB l BG \lAB : BC ; 
donc BC=iffG; donc l'angle aigu BCG est égal à l'angle BGC; 
donc l'angle BGA est obtus 5 mais l'angle BGA est égal à 
l'angle F; donc l'angle F est obtus ; mais il est aigu , ce qui est 
absurde j donc les*angles ABC, DEF ne sont pas inégaux; donc 
ils sont égaux. Mais l'Angle A est égal à l'angle D ; donc les 
deux triangles ABC , DEF sont équiangles. 

Supposons à présent que chacun des angles C, F n'est pas plus 
petit qu'un droit. 

Nous démontrerons de la même manière que BC est égal à 
BG y et nous conclurons de-la que chacun des angles J5(7G, 
BGC xi^ est pas plus petit qu'un droit , ce qui est absurde ; donc 
les angles ABC, DEF ne sont pas inégaux ; donc ils sont 
égaux; donc les triangles ABC , DEF sont équiangles et 
par conséquent semblables ; donc , etc. 

61. Deux triangles qui ont leurs côtés parallèles sont sem^ 
blablcs, j 



\ 
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Car deax trUngles qui onl kan eAt& parallèles oat liRm»* 
glw égaux chacun à chacun , parce que les angles 'qui oat li«a< 
côtés parallèles sont égaux enti^eux ( B. 45 )« • -:*^ 

Il est érident que les cAtés, homologues sont les cAlés.pt*' 

rallèles. 

62. Deux triangles ijui-ont hors côtes perpendiculaire Iss 
uns sur les auires sont semUaUes, 



./ 



Que le cÂté jiB du triangle jtBC {fig. I18 ) soit perpendicit» 
laire sur le c6té ab du triangle abe^ le cAté jiC sur le cM 
a c, elle côté iZCsur le côté èe. Dans le quadrilatère ADuÇt 
les deux angles AJÙa , AEa sont droits; mais les quatre angle» 
d'un quadrilatère valent ensemble quatre angles droits (Bw 86.]; 
les deux angles DAE , DaE valent donc deux angles droite. 
Donc l'angle DaE est le complément de Tangle A, Mais Taugle . 
DaE est aussi le complément de Fangle Doc; donc Fangle DkC 
est égal à l'angle A. 

On dëmontreroit de la même manière que Fangle a6c est 
égal à l'angle B y et l'angle acb égal à l'angle C. Donc les 
deux triangles ABC^ abc ont leurs angles égaux chacun à 
chacun. Donc les triangles ABC , abc sont semblables 

Il est évident que les côtés homologues sont les côtÀ qui sont 
perpendiculaires les uns sur les autres. 

La dëmonstration qu'on vient de donner suppose que le trian- 
gle â^c est tout entier dans le triangle ABC^ et qu'aucun de ses 
angles n'est placé sur les côtés du triangle ABC, Si le triangle 
abc avoit toute autre position , on construiroit un troisième 
triangle dont les côtés fussent parallèles aux côtés du triangle 
ABCj et qui comprit les triangles ABCj abc y de manière 
qu'aucun de leurs angles ne fût placé sur les côtés du troisième. 
II est évident qu'alors les côtés du triangle abc seroient perpen- 
diculaires sur les côtés du troisième triangle : donc ces deux 
triangles seroient semblables. Mais le triangle ABC seroit aussi 
semblable au troisième triangle (61) } donc les triangles ABC, 
abc seroient semblables. 
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63. Si par un point D (fi g. 29) pris à volonté dans un des 
côtés AF d'un triangle AFL , on mène une droite DI parallèle 
au côté FL, les deux côtés AF et Ah y seront coupés propor^ 
tionnellenient , c^est^à-^dire, quon aura toujours AD : AF :: 

AI : AL ; AD : DF :: ai : il. 

En effet , la droite DI étant parallèle au coté FL , les deux 
triangles FLA , DIA sont semblables : on a donc AD : AF \\ 
AI l AL. Menons la droite IH parallèle au côté-^F, le trian- 
gle IHL sera semblable au triangle ADI ; on aura donc AD \ 
IH\\ AI : ÎL. Mais DF est égal au coté IH(5^)', donc AD l 
DFilAllIL. 

64» Si une droite partage en deux parties égales un angle 
Sun triangle y cette droite coupe le côté opposé en deux parties 
proportionnelles aux côtés correspondans ; et si une droite , 
menée ^â! un des angles d*un triangle , coupe Iç côté opposé en 
deux parties proportionnelles aux côtés correspondans , cette 
droite partage cet angle en deux parties égales. 

Que la droite AD (fig. 3o) partage Tangle BAC du triangle 
BAC en deux parties égales;. je dis que BD l DC II AB : AC. 

Par le point B , menons BE parallèle à AD ^ et prolongeons 
CA vers E, A -cause des parallèles AD , BE , l'angle DAC est 
égal à l'angle E ( B. 57 ) , et l'angle EBA égal à l'angîe 
BAD (B. 38). Mais l'angle DAC est égal à l'angle BAD. 
Donc l'angle E esf égal à l'angle EBA, Donc la droite EA 
est égal à la droite AB (B. j'y). Mais, à cause que les droites 
CJE^f CB sont coupées proportionnellement par la droite AD , 
on aBD : DC :: EA : ^C (63). Donc BD : DC II BA : AC. 
Donc la droite AD partage le côté BC en deux parties BD, DCj 
proportionnelles aux côtés correspondans BA , AC, 

A présent que la droite AD coupe le côté BC en deux parties, 
de manière que BD l DC II BA l AC\ je dis que cette droite 
partage l'angle BAC en deux parties égales. 

Faisons la même construction qu'auparavant. Puisque -^/> est- 
p-^rallèle h BE , on 3i BD l DC II EAl AC (65). Mais on a car 
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supposition BD l DC II BA: AC } donc EAlACllBA l AC. 
Donc EA est égal à BA. Donc l'angle ABE est égal à AEB . 
( B. 77 ). Mais l'angle BEA est égal à l'angle DAC , et Pangfe 
ABE égal à l'angle BAD ; donc l'angle DAB est égal à l'angh 
DAC. Donc la droite AD partage l'angle BAC en deux partiel 
égales. 

65. Si Pon coupé proportionnellement aux points B, C , D, 
E , F ( fig.5i ), les droites AG , ÂH , AI , AK , AL , mené^ , 
itu point A à differens points de la droite GL , la Ugne qd 
passera par les points B^C^D, £»F> ^^^^ ^''tie ligne droite. 

Puisque les droites AG y AH , e^c. , sont coupées proportii»- 
nellement aux points B , C, etc. , les droites BCy CD, etc. , sont 
parallèles à \a^ droite GL. Cela posé, on a BCH'^GBC 
= 2 Z> ( B. 401 ) ; mais GHC = HCD ;*donc BCH + BCD:=i 
ztD'y donc la ligne BCD est une ligne droite (12}. 

On démon treroit de la même manière que Iqs lignes CDE , 
DEF sont des lignes droites ; donc la ligne BCDEF est nnç 
ligne droite. Donc , etc. ( L. 112 , ii5 — 127. ) 

66. Si d'un point pris hors du cercle , on mène une sécante 
et une tangente , la tangente sera mojenne proportionnelle 
entre la sécante et sa partie extérieure. 

Du point A (Jig. 32 ) pris hors du cercle BCD , menons la 
tangente AB et la sécante AC. Je dis que AC ! AB 1 1 AB l AD. 

Menons les cordes BC^ BD. Les deux triangles ABC y ADB 
seront semblables. En effets l'angle A est commun aux deai 
triangles ; les deux angles ACB , ABD sont égaux , puisqu'ils 
ont chacun pour mesure la moitié de l'arc BD (5i — Sa) ; donc 
ces deux triangles sont semblables ; donc ACl AB \l AB \ AD. 
Donc la tangente AB est moyenne proportionnelle entre la sé- 
cante AC et sa partie extérieure AD. ( L. 129 — i5o ). 

67 . Inscrire dans un cercle donné un pentagone régulier. . 

Soit ABD {fig, 53.) le cercle donné ^ il faut inscrire dans ce 
cercle un pentagone régulier. 
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Je divise le rayon AC en moyenne et extrême raison au point 
JE ( B. i3o ) ; je porte le plus grand segment ECàe A euB et 
de ^ en Z>, et je ioins AB , AD; je dis que la corde AB est le 
côté du décagone régulier , et la corde AD celui du pentagone 
régulier. 

Je mène la droite BE et le rayon BC, Les triangles ABC y 
ABE sont semblables. En effet, Tangle EAB est commun , et 
à cause que le rayon AC est partagé en moyenne et extrême rai- 
son au point £ , on a AC : EC \\ EC : AE. Mais la droite 
AB est égale à la droite EC; donc AC l AB \\ AB : AE ; leà 
triangles ABC; AEB ont donc un angle égal compris entre 
deux côtés proportionnels ; ils sont donc semblables. Mais le 
triangle ACB est isocèle; donc le triangle ABE V est aussi; 
donc la droite AB est égale à la droite BE, Mais la droite BE 
est égale à la droite EC^ puisque celle-ci est égale à la droite 
AB ; donc le triangle 2?^C est aussi isocèle. Donc l'angle Cest 
égal à l'angle EBÇ. Maïs l'angle Cest égal à l'angle ABE ; donc 
Tanglé C est la moitié de l'angle ABC; mais l'angle -/5^ Cest 
égal à l'angle BAC; donc l'angle C est aussi la moitié de l'angle 
BAC, Donc l'angle Cest la cinquième partie des trois angles du 
triangle ACB, c'est-à-dire , la cinquième partie de deux angles 
droits , ou la dixième partie de quatre angles droits. Donc l'arc 
AB est la dixième partie de la circonférence ; et par C9nséquent 
la corde AB est le côté du décagone régulier. Donc la corde AD 
est le côté du pentagone régulier. Donc dans un cercle donné 
on a inscrit un pentagone régulier ( L. i5i — 136). 

68. Si dans deux polygones semblableà ABCDE, abc de 
( fig. 34 )> les deux droites LM, Im sont également inclinées 
à l'égard de deux côtés homologues A E , a e , et terminées à 
deux points L , 1 semblablemeni placés dans ces cotés , les 
droites LM , Im seront entr elles , comme deux côtés liomolo^ 
gue^ quelconques de ces polygones, 

1 

Mcnbns les droites LD , Id. Puisque les points L, /sont sem- 
blablement placés dans les côtés AE , ae , on aura EA \ eaW 
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EL \ elV. ED l éd. Les deax trîaDgles LED , led sont donc 
semblables , puisqu'ils ont un ang^ égal compris entre deux 
côtés proportionnels ; donc tes angles DLilf^il /m sont.égam; 
car si des deux angles égaux ELM y elm^ on retranche les an- 
gles égaux ELD y eldyles angles restans DLM^ dlm , seront , 
égaux. Les angles LDM, Idm sont égaux par la même raison 
Donc les triangles LMD , Imd ^ ont deux angles égaux chacu ' 
a chacun ; donc ils sont semblables 5 donc LM \lm II LDl là; 
mais les deux triangles semblables LDE^, Ide , donnent LD \ ' 
Id :: ED : ed} donc LM : /m :: ED : éd. Donc Tes droîtet 
LM, Im sont entr'elles comme les côtés homologues ED , edy 
et par conséquent comme deux côtés homologues quelconques 
de ces deux polygones. 

69. Si dans deux poljrgones semblables , les deux droites 
LM, Im sont terminées à des points L , M , 1 , m , semblor' 
blement placées à V égard de quatre côtés homologues AE, 
DC , ae , de , ces droites seront entr'elles comme deux côtés 
homologues quelconques de ces deux polygones. 

Puisque les points L , / sont semblablement placés dans les 
deux cotes homologues w^i?, ae, on a EA \ ea II EL : el II 
ED ! ed; les deux triangles LED, led sont donc semblables, 
puisqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés propor- 
tionnels; donc LD l Idy. ED l ed. Les points M, m étant aussi 
semblablement placés dans les côtés homologues DC ^ de , on» 
DC : de :: DM\ dm :: ED : ed :: LD : Id. Mais rangle 
LDC est égal à Tangle Idc; donc les deux triangles LMD y 
Imd sont semblables^ puisqu'ils ont un angle égal compris entre 
deux côtés proportionnels ; àonc LM \ Im \\ LD \ Idy. ED ! 
ed. Donc les deux droites LM, Im seront entr'elles comme les 
côtés ED , edy et par conséquent comme deux côtés homolo- 
gues quelconques de ces deux polygones ( L. i38 — «• i5o) 
(L. 154 — 156). 
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SECONDE PARTIE. 

yo. Deux rectangles de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases. ^ 

Soient deux rectangles ABCD , ABEF {fg. 35 ) dont U 
hauteur commune soit la droite jiB ; je dis que ces deux rec- 
tangles sont entr'eux comme leurs bases BC , BE, 

Supposons d'abord que les bases i?C, BE soient commensu- 
rables entr' elles , que T* soit leur commune mesure , que BC 
soit égal kj XT, elBE égal k4XT, 

Partageons la base BC en sept parties égales^ chacune de ces 
parties sera égale à 7^, et la .base BE contiendra quatre de ces 
parties. Par le point de division , élevons les perpendiculaires 
HO , KP jLQ, MR, NS, Le rectangle ABCD sera partagé en 
sept rectangles égaux , puisqu'ils auront des bases égales et dés 
hauteurs égales ; et. le rectangle ABEF contiendra quatre de 
ces rectangles partiels. Donc le rectangle ABCD sera au rec- 
tangle jfBEF , comme 7 est à 4 , comme y X. T est k 4 X, 1% 
c'est-à-dire, comme BC est à BE. 

Le raisonnement seroit le même , si le rapport des bases étôit 
différent. Donc les rectangles de même hauteur sont entr'eux 
comme leurs bases , lorsqu'elles sont commensurables entre 
elles. 

Supposons actuellement que les bases BC , BE {^g'^6) 
soient incommensurables entr'elles. 

Je dis qu'on aura toujours ABCD : ABEF II BC l BE. 

Car si cela n'est point , c'est parce que le quatrième terme est 
trop petit ou trop grand. Supposons qu'il soit trop petit et que 
Ton ait ABCD : ABEF II BC : BG. 

Partageons la droite BC en parties égales, mais assez petites 
pour qu'il y ait un point de division i? entre E et G(35). Par co 
point de division , menons la droite HK perpendiculaire sur ^6*. 
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BU rtaiit commun su râbles entre «lies , on aura, 

3CD : ADUK :: bc ; bu. 

3 , inr supposition , 

A BCD ; JBEF :: BC : BG. 
donc , en cliangeanl les moyens de place , les deux 



On 
[forlions fi irantes : 

BCD : BC :: 
.iBCD : £C :; 

Donc 

JBIIK : i 

IMaifi le premier terme 
taudis que le second est plu^ 
quatre quantités ne sout pas eu 
eu proportion , si ABCD éloi 
droite plus grande que BU ; 
pelile. 

On démonlreroit de la mêi 
ABEF. comme BCest k uni 
A/ICD : ABEF 



ABUK ; BB 
ABEF : BG. 



BEF : BG. 
1 grand que le troisième , 



que le quatrième ; 
lorlion. Maïs ellef 



t l 



EF. 



BCei 



la droite BE n'est pas trop 
que ABCD n'est pas i 



te pins grande que fi£ jdoac 
BC : BE. Donc les rectangles de mâme 
leurs bases. 



COROLLAIRE 



Puisque les parallélogrammes 
liauteur sont êgaus (B. i4i } , il 
gramme quelconque est égal à un i 
même hauteur que lui ; donc les 
hauteur sont entr'cux comme leurs 



le même base et dc'inimc 
est évident qu'un paralléle- 
ectangle de même baaeetin 
parallélogrammes de mémï 
bases. 



COHOLLAl AE 



Puisij 



triangle est toujours la moitié' d'un parallélo- 
grailime de même base et de même hauteur, il est évident qD( 
les triangles de même hauteur sont aussi entre eux comme lenit 
bases. 
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71. Si deux parallélogrammes égaux ont un angle égal à 
trn angle , les côtés placés autour des angles égaux sont récî^ 
proquement proportionnels ; et sî deux parallélogrammes ont 
un angle égal à un angle , et si les côtés placés autour des an^ 
gles égaux sont réciproquement proportionnels , ces deux pa^ 
rallélogrammes sont égaux. 

Soient AB , BC {fig* 07 ) deux parallélogrammes égaux , 
ayant deux angles égaux en^; je dis que les cotés des parallé- 
logrammes AB y replacés autour des angles égaux sont réci- 
proquement proportionnels , c'est-à-dire que DB est à BE 
comme ^ G est à BF, 

Plaçons la droite BE dans la direction de BD ; la droite 
BG sera dans la direction de BFy et achevons le parallélo- 
gramme EF. 

Puisque le parallélogramme AB est égal au parallélogramme 
BC , AB sera à EF comme BC est à EF^ mais AB est à EF 
comme BD est à BE (70) ; et ^C est à EF comme ^ G est à BF; 
.donc DB est à BE comme BG est à BF : donc les côtéis des pa- 
rallélogrammes AB , BC qui 5cnt autour des angles égaux sont 
réciproquement proportionnels. 

Supposons à présent que les côtés autour des angles égaux 
soient réciproquement proportionnels, c'est-à-dire que BD soit 
4 BE comme BG est à BF : je dis que le parallélogramme AB 
est égal au parallélogramme BG. 

Puisque BD est à BE comme BG est à BF ; que BD est à BE 
comme le parallélogramme ABesl au parallélogramme £7^(70)^ 
et que BG est à BF comme le parallélogramme BC est au paral- 
lélogramme EF j AB sera à EF comme BC est à EF-^ donc 
le parallélogramme AB est égal au parallélogramme BCf 
donc, etc. 

72. Si deux triangles égaux ont un angle égal à un angle ^ 
les cô'iés autour des angles égaux sont réciproquement pro-- 
portionnels ; et si deux triangles ont un angle égal à un angle , 
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et si les côtés autour de ces angles égausa sont réctprift^mèft 'i 
proportionnels, ces deux triangles sont igastx^ '• " ^ 

Soient ABC ^ ADE (fig. 58) deux triangles ^au, aJFi^ 
un angle égal à un angle , savoir , l'angle BAC égal à V^aligk^, 
DAE ; je dis que les côtés des triangles ABC , ADE 
autour des angles égaux sont réciproquement proportii 
c'est-à-dire que CA est à AD comn^e AE est à AB* 

Plaçons ces triangles de manière que la- droite AC aoit 
la direction de la droite AD , et la droite AE sera dans la dir 
rection de la droite AB ; menons la droite BD. 

. Puisque le triangle ABC est égsii au triangle »^Z>£, k 
triangle ABC sera au triangle BAD comme le triangle ADE 
est au triangTf B^D; mais le triangle BAC est an trialigis 
BAD comme CA est k AD ( 70 ) , et le triangle ADE est aa- 
. triangle BAD connue AE est à AB : donc AC est à AD comme 
AE est à AB } donc les côtés des triangles ABC , ADE , qui \ 
sont autour des angles égaux , sont réciproquement propor* 
tionnels. a 

■ • 

Supposons à présent que les côtés des triangles ABC , ADE 
soient réciproquement proportionnels , c'est-à-dire que ACsoit 
à AD comme AE est à AB ; je dis que le triangle ABC est égal 
au triangle ADE. Menons BD, 

m 

Puisque AC est à AD comme AE est à AB , que AC est à 
AD comme le triangle ABC est au triangle BAD ( 70 ) , et que 
AE est à AB comme le triangle ADE est au triangle BAD , 
It triangle BAC sera au triangle ABD comme le triangle ; 
EAD est au triangle BAD ; donc le triangle ABC est égal au ! 
triangle ADE \ donc , etc. V 

73. Si quatre droites sont proportionnelles , le rectangle 
compris sous les deux droites extrêmes est égal au rectangle 
compris sous les deux droites moyennes / elf si le rectangle 
compris sous deux droites extrêmes est égal au rectangle 
compris sous deux droites moyennes f ces quatre droites sont 1 
proportionnelles . 
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Soient AB , CD, Ey F(Jig. 3^ ) quatre droites proportion- 
aeiles de maniëre qu'on ait AB est à CD comme E estk F 'y je 
lis que le rectangle compris sous les droites AB ^F est égal au 
rectangle compris sous les droites CD , E. 

Des points A y C et sur les droites AB , CD élevons les per* 
pendiçulaires AGyCH ; faisons la droite ^G égale à la droite 
F, et la droite CjQT égale à la droite E , et terminons le»paral- 
Lélogrammrs BG, DH. 

Puisque AB est à CD comme £ est à i^ , que E est égal à 
AG , et que F est égal à CH , AB sera à CD comme CH est 
à AG } donc les cotés des parallélogrammes BG , DH placés 
autour de deux angles égaux sont réciproquement proportion- 
nels ; mais lorsque les côtés des parallélogrammes équiangles 
placés autour des angles égaux sont réciproquement propor- 
tionnels , ces parallélogrammes sont égaux entre eux (71}; 
donc le parallélogramme BG est égal au parallélogramme DH; 
mais le parallélogramme BG est compris sous les droites AB y 
F, car AG est égal kF ^ et le parallélogramme DH est compris 
«ous les droites CD y E; puisque CH est égal k E } donc le rec- 
t^dgle compris sous les droites AB, F est égal à celui qui est 
compris sous les droites CDf E, Donc , etc. 

Si le rectangle compris sous les droites AB , F est égal à celui 
^ui est compris sous les droites CD y E } ]e dis que ces quatre 
miroites sont proportionnelles , c'est-à-dire que AB est à CD 
comme E est à F. 

Faisons la même construction. Puisque le rectangle compris 
lous les droites AB , F est égal à celui qui est compris sous les 
Iroites CDy jB, que le rectangle BG est compris sous les dioites 
AB^Fy car AG est égal à F y et que ;le rectangle DH est 
compris sous les droites CD , E , car CH est égaj à ^ , le pa- 
rallélogramme BG sera égal au parallélogramme DH ', mais 
ces deux parallélogrammes sont équiangles , et les côtés des 
parallélogrammes égaux et équiangles placés autour des angles 
Sgaux sont réciproquement proportionnels ( 71) j donc AB esX 
GÉOMÉTRIE» ^ 
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à CD comme CH est à AG; mais CH est égal à £ et AG %il 
à F i donc AB est à C£> comme £ est à F; donc , etc. 

74« «^»' <^»'^ droites sont proportionnelles ^ le rectangle cm^ 
pris sous les droites extrêmes est égal au quarré de la droite 
moyenne ; et si un rectangle compris sous deux droites extré^ 
mes est égal au quarré d'une droite mqjrtnne , ces trois droit» 
sont proportionnelles. 

Soient ABf CD^ E {fig. 40) trois droites proportionnelle!, 
de manière que l'on ait AB est à CD comme CD est à £ : je 
dis que le rectangle compris sous les droites AB , E est égal ai 
quarrë de CD. 

/disons la droite F égale à la droite CD. 

Puisque AB est à CD comme CD est à E^ et que CD esi égà 
kFj la droite AB sera à la droite CD comme la droite jPest 
à la droite E ; mais si quatre droites sont proportionnelles « \t 
rectangle compris sous les droites extrêmes est égal à celai qui 
est compris sous les droites moyennes (75)^ donc le rectangle 
compris sons les droites AB , E est cgal à celui qui est compris 
sous les droites CD y F -y mais celui-pi est égal au qaarré de CD^ 
car la droite CD est égale à la droite F ; donc le rectangle 
compris sous les droites AB , E est égal au quarré de CD. 

Si le rectangle compris sous les droites AB^ JE est égal au 
quarré de CD ; je dis que AB est à CD comme CD est à E, 

Faisons la même construction. Puisque le rectangle compris 
sous les droites AB , E est égal au quarré de CD , et que le 
quarré de CD est un rectangle compris sous les droites CD^ F, 
car CD est égal à i^ , le rectangle compris sous les droites 
AB , E est égal au rectangle compris sous les droites CD» F. 
Mais si un rectangle compris sous deux droites extrêmes est 
égal à un rectangle compris sous deux droites moyennes, ces 
quatre droites seront proportionnelles {j3) ; donc AB est à CD 
comme F estkE) mais CD est égal à F ; donc AB est k CD, 
comme CD est à £; donc^ etc. 
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"7 5- Si trois droites sont proportionnelles , le guarrê de la 
oremière est au quarré de la seconde , comme la première est 
à la troisième. 

Que IcjJ trois droites AyB ^ C {fig^^i ) soient proportion- 
nelles } je dis que le quarré de A est s^u quarré de B coAimc 
^ est à C. 

Sur les droites DE , FG égales aux droites A ^ B y cons- 
truisons les quarrés DH ^ FK ) sur la droite LM égale kA y 
construisons le quarré LN '^ et sur la droite OP égale à C, 
construisons le rectangle OQ , ayant pour hauteur une droite 
égale. à A, Ce rectangle sera égal au quarré FK (70). Donc le 
quarré DH est au quarré FK, comme le quarré LiVest au rec- 
tangle OÇ; mais le quarré LN est au i^ectangle OÇ, comme 
LMest à OP} donc le quarré DH est au quarré FK , comme 
LM est à OP. Mais les droites DE , LM sont chacune égales 
à la droite A, la droite FG est égale à la droite ^ , et la droite 
OP est égale à la droite C; donc le quarré de A est au quarré 
de B , comme A est kC ; donc , etc. 

76. Les triangles semblables sont entr'eux comme les 
(luarrés de leurs côtés homologues. 

Soient ABC , DEF {fg. 42 ) deux triangles semblables , 
ayant l'angle B égal à l'angle E. Supposons que AB soit à DE 
comme BC est à FF; je dis que les triangles ABC y DEF sont 
entr'eux comme les quarrés des côtés BCy EF. 

Prenons une troisième proportionnelle BG aux droites BC, 
EFy de manière que BC soit à EF comme EF est à BG , et 
menons la droite GA. 

Puisque AB est à DE comme BC est à EF , et que BC est à 

EF comme EF est à BGy AB sera à DE comme EF est à BG ; 

donc les qôtésdes triangles AB G y DEF -placés autour de deux an- 

i gles égaux sont réciproquement proportionnels. Mais deux trian- 

. gles sont égaux entr'eux lorsqu'ils ont un angle égal k un angle et 

qne les côtés placés^ autour des angles égaux sont réciproquement 

\ proportionnels ( 7a) j donc le triangle ABG est égal au triangle 
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DEF. Mais BC est à EF tomme EF est kBG; doae BCf4\ 

à EF f comme BCesl à BG (7 1 ). Biais BC est à ^G comme k | 
triangle ABC est au triangle ABG (70) : donc le triangle ABU- 

est tu triangle ^^G , conune BC est kEP} mais le triangle 
ABQ est égal au triangle DEF} donc le triangle ABC est «|. 
triangle DEF ^ comme le qaarréde BC est au qoarré àeEF$ 
donc, etc. 

COROLLAIKE* 

r 

Il suit manifestemfmt de là que si trois droites BC^ EPf BG- 

.sont proportionnelles , la première sera à la troisième commt 

le triangle décrit snrjia première est an triangle sembUUe qaî 

est décrit semblablenient sur la seconde, puisqu'il a ététf* 

' montré que BC est à BG comme le triangle ABC est as triaogh 

ABG , c'estr4-dire au triangle DEF ( L. 161—168 ). 

jj. Si les quatre droites A, B , C , D sont proportionnelles^ 
et si les quatre droites E , A , F , C sont encore proportion- 

. nelles , les conséquens de la seconde proportion étant ègiOiX 
aux autécédens de la première, chacun à chacun , on aura £ * 

B :: F : d. 

Puisque A\B:\C\D , on aura B>:C=:AxD(^) {jS), 
on aura par la même raison ^ X C=zA^ F; donc JE X C î 
BXC:: A X F: A X D ;mîiisExC : B X C :: E \B (70) 
et A XF : A X D :: F : D ) donc E : B H F:D'f 

donc y etc. 

78. Si Von a quatre droites proportionnelles, et encore quïf 
tre autres droites proportionnelles , le rectangle sous les deux 
premiers antécédens est au rectangle sous les deux premiers 
fionséquens , comme le rectangle sous les deux seconds antécé^ 
dens , est au rectangle sous les deux seconds conséquens. 

(*) -Au lien d*toire : le recUingle sous les droites B, C j an ««rit :BxC 
«« Uca d*(;crîrc : le qwuri de la droite A^ on écrit ; A** 
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Qnc AB : CD :: EF : GH {fg. 54 ), et que BK : DL M 
FM : HN; je dis que AB X BK l CD X DL :: EF X FJ!/ : 
GHXHN. 

CherchoDS une quatrième proportionnelle OP aux droite^r 
dB f CD ^ DL, et construisons un rectangle ÇO , dont la 
base QP soit égale à AB , et dont la hauteur soit OP ; le rec- 
tangle QO sera égal au rectangle CL , puisque ces deux rectan- 
f^es ont leurs bases réciproquement proportionnelles à leurs 
hauteurs ( 71 ) ; cherchons ensuite une quatrième propor- 
tionnelle RS aux droites EFy GH, HN, et construisons un rec- 
tangle TR , dont la base TS soit égale à EF y et dont la hau- 
leur soit RS ; le rectangle 77? sera égal au rectangle GN, 

Puisque JB l CD : : DL : OP , et que EF : GH II HN : RS^ 
on aura DL : OP y. HN: RS-, mais BK l DL :: FM: HN; 
donc BK :0P :: FM : RSiyj)-, mais BK : OP :: AK:QO , 
parce que les rectangles AK y QO ont des i>ases égales, et 
FM: RS :: EM: TRy par la même raison; donc ^/iC : QO 
:: EM : TR^ mais QO — CL , et 77Î = GN; àonclAK : 
CL :: EM : GA^; donc , etc. 

79. Sî quatre droites sont proportionnelles, les figures rec^ 
tilignes semblables , construites semblablement stir ces drùi" 
tes y seront proportionnelles ; et si lesjîgures rectilignes sem-^ 
blables et construites semblablement sur ces droites sont pro^ 
portionnelles , ces droites seront proportionelles . 

Soient AB , CD , EF y GH{fig. 55 ) quatre droites propor- 
tionnelles , de manière que AB soit à CD comme EF est à GH 
Construisons sur les droites AB, CD, les figures rectilignes sem- 
)Iables et semblablement placées KAB , LCD , et sur les 
Iroites EF y GH y construisons les figures semblables et sembla* 
)leinent placées MF y NH ) je dis que la figure rectiligne KAB 
st à la figure rectiligne LCD comme la figure rectiligne MF 
«t à la figure rectiligne NH. 

Prenons une troisième proportionnelle O aux droites AB , 
!?D , et une troisième proportionnelle P^aux droites EF, GH. 
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Puisque AS l CD :: EF: GH\ et qae CI? : O :: GH\ P^im 
aura AB l O II EF : P (77 ); mais jiB : O:: A:-rfB : LCD 
( 75 cor. ) , et iBF : P :: MF: NBi àonc KAB 1 LCD :: 
JlFiNH. 

^ s 

Si KjiÊB : LCD :: JW : NH; je dis que AB : CD :: 

Prenons une quatrième 'proportionnelle QR aux trois droitei 
Vf^, CD f EF 9 et sur QR construisons la figure rectîlîgne 5A, 
de manière qu'elle soit semblable à l'une et à l'autre de^T figures*. 
MF, NHf et semblablement placëe. 

Puisque AB l CD II EF l QR; que les figures rectilîgnes 
KAB y LCD construites sur les droites AB , CD sont sembla- 
bles et semblablement placées, et que les figures rectitignes 
ÉÎFf jSR construites sur les droites EF^ QR sont semblables 
et semblablement placées , on a KAB : LCD :: MF : SR^ 
comme dans la première partie de cette proposition ; mais on a 
supposé que KAB : LCD :: MF l NH; donc MF : SR :: MF 

m 

: NH; donc NH est égal à SR ; mais la figure NH est sembla- 
ble à la figure SR et semblablement placée } donc GH est' égal 
à QR ( lem, suiv. ); maïs AB \ CD \\ EF : QR et Ç/î est égal 
k GH; donc AB : CD :: EF: GH; donc , etc. 

L E M M E. 

Si des figures rectilîgnes sont égales et semblables, noos dé* 
montrerons de cette manière ' que leurs côtes homologues sont 
égaux entre eux. 

Supposons que les figures rectilîgnes NH^ SR soient égales 
et semblables y et que HG soit à GiV comme QR est à QS ; je 
dis que QR est égal à GH. 

Car si ces droites sont inégales , une d'elles sera plus grande; 
supposons que la droite QR soit plus grande que la droite HG* 
Puisque QR : QS ::HG: GN, on a QR : HG :; QS : GN\ 
mais QR est plus grand que HG ; donc QS est plus grand que 
GN} donc la figure RS est plus grande que la figure HNj mais 
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Ile lui est égale , ce qui est impossible ^ donc les droites QR , 
'iJIne sont pas inégales : donc elles sont égales. ' 

Il suit de-là que si quatre droites sont proportionnelles., les 
[uarrés construits sur ces droites sont proportionnels) et q.ue si 
[uatre quarrés sont proportionnels , leurs côtés le sont aussi! 

80. Si Von a deux rectangles A X B , C X D * ^^ ^* Von 
\>rend une (juatrième proportionnelle E aux droites 'Q , C, D, 
le rectangle A X B sera au rectangle C X B comme kestà^. 

En efFet , puisque i9 : C II D : E , B X E= Cx D (/S) ; 
lïiais^X B : B X E :: A l E (jo) '^ donc AX B \ CxD :: 
A : E ; donc , etc. (*). 

81. Dans tout triangle^rectangle le quarré construit sur 
fhjyothénuse est égal à la somme des quarrés construits sur 
tes deux autres côtés. 

Soit ABC{fig. 43) un triangle-rectangle dont l'angle droit 
est ACB ; je dis que le quarré de AB est égal à la somme des 
^narrés de ACei de CB, 

Sur les trois côtés du triangle-rectangle ABC , construisons 
les trois quarrés ABED , BFGC , ACHJ ; par le point C, me- 
nons la droite KL perpendiculaire sur Thypothénuse AB jCt 
prolongeons les côtés EB , FG, 

Le côté BC est égal au côté BF ; l'angle ACB est droit , ainsi 
que l'angle BFM , et l'angle ^J5C est égala l'angle M/?i'% 
parce que ces deux angles ont le même complément CBM. 



("*) Ordinairement on énonce ainsi cette proposition : Les rectangles sont 
e tre eux ei% raison composée des raisons des côtés coruigiis ; et c'est ainsi 
qii^lle est cnoncce dans Euclidc Çptop. aS, /iV. 6 ). 

Si Enclidc, au lieu de prendre les droites K , L proporiionnelles aux câtJi 
BC , CGy avait pris les côtes BC, CG enx-m^mes , il aurait conclu comme 
moi que le rectangle AC est un rectangle CF , comme la droite BC est une 
quatrième proportionnelle M aux droites CD, CG , CE., ce qui s'e'nonoe 
ordinairement ainsi : les rectangles AC^ CFsoai entre eux en raison composer 
des r<\iscQfi d«s c6tc's coniigus* 
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Donc les àenx triangles BAC , BMF sont égmnx ; donc le cM 
AB ou BE est ^«1 an tbii ÉM. 

Le rectangle BL est ëgal au parallélogramme KCBM^ 
)>arce qa*ils ont des bases égales 'BE^ BM ^ et qu'ils sont oom^. 
pris entre les deax parallèles KL^ ME^ Mais le pèFaUél»'' 
gramme KCBM est égal au qnarrë CBFG ^ parce qu'ils ont h -■ 

- A .^ _ 1^__.^ .^^B .^A .»__'rlA ^;^^S m m .lift m M» ■ ^kobA^U^ l^k^ JI.A.»A^ **^-* ■ 



niéme base CB , et qu'ils sont con^prîs entre les deux 
se, FK; donc le rectangle BL est égal au qnarré CBFG. 

On démontrerait, de la même manière, que le rectaq([le 
AL est égal au quarré ACHI ; donc la somme des deux rec- 
tangles ^L, AL y ou le qxLMrré ABED construit sur l'hypothé- 
nuse , est égal à la somme des deux quarrés CBFG , CAIB, 
construits sur les deux autres câtés. 

83. Si le quarré éCun àes côtés dun triangle est éjéd à U 
somme des quarrés des deux autres côtés , V angle compris^ 
entre ces deux derniers côtés est droit. 

Que le quarré du coté J?C du triangle ABC (fg. 44) soit 
égal à la somme des quarrés des côlés AB , AC; ]t dis que 
l'angle BAC est droit. 

Du pointa, conduisons .^D perpendiculaire suvAC'^ faison» 
la droite AD égale à la droite AB , et menons la droite DC. 

Puisque L'angle CAD est droît^ on aura AD-i^AC^zzCD. 

Mais AB'^AC = BC\etAD=ÂB', donc DC^BC ^àonc 
DC^^^BC, Donc les deux triangles ADC , ABC sont égani , 
puisqu'ils ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Mais 
'l'angle DAC est droit y donc l'angle BAC l'est aussi. Donc > sî 
le quarré d'un des côtés d'un triangle est égal à la somme des 
quarrés des deux autres côtés y l'angle compris entre ces dein 
derniers côtés est droit. 

85. 5/ trois côtés d*un triangle-rectangle sont les aôiésho^ 
mologues de trois figures semblables , la figure construite svf 
Vhjrpothénuse est égale à la somme des figures construites sur 
les deux autres côiés^ 
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Soit le triangle ABC rectangle en B (Jtg\ 4^)5 ^.^^ ^^s cotés 
de ce triangle soient les côtes homologues de trois figures sem- 
blables } je dis que la figure construite sur Thypothénuse est 
égale à la somme des figures construites sur les deux autres 
c6tés. 

iPuisqne les figures semblables sont entre elles comme le» 
quarrés de leurs côtés homologues (B. 161), nous aurons CFOBl 



..a a ..s^a 



BCi: BHKA \AB\\ ADEC : AC-, donc CFGB+BHKA: 

BC+Jb:: ADEC : Je, mais BC^ÂB:=iAC) donc 
ADEC=iCFGB + BHKA, Donc la figure construite sur 
• l'hypothénuse est égale à la somme des figures construites sur 
les deux autres côtés. Donc , etc. 

84* ^^^ polygones réguliers éCun même nomhre des côtés 
sont entre eux comme les quarrés des diamètres des cercles 
circonscrits. 

Soient ABCDE , abc de {fig- 46) deux polygones régulier» 
d*un même nombre de côtés j que N soit égal au nombre dea 
cotés de l'un d'eux , iX'sera égal au nombre des côtés, de l'autre. 

Cela posé , l'angle A sera égal à -j^ (B. 86 ) , et l'an- 
gle a sera aussi égal à —r^ j donc l'angle A est égal à 

l'angle a 5 donc les autres angles du polygone ABCDE sont 
égaux aux autres angles du. polygone abcde. Mais les côtés du 
polygone ABCDE étant égaux entre eux , et ainsi que les côtés 
du polygone abcde ^ on a évidemment AB l ab \l BC l 
bc :: CD : cd :: de : de :: EA : ea; donc ces deux poly- 
gones sont semblables. Donc le polygone AB CDE est au 
pelygone abcde comme le quarré de AB est au quarré de 
ab. Menons les rayons FA, FB , fa, fb \ les deux triangles 
AB F j abf seront semblables; en effet, puisque l'anglc- 
BAF est égal à la moitié de l'angle BAE y que l'angle baf 
est égal à la nioilié Je l'angle bae, et que l'angle jP-rfi^ , 
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donc AE €ftt pin* grand «pie EB ; donc le triangle ECA est pla» 
grand que le triangle ECB} donc , à pins forte raison , le triaiK 
gle ECA est pins grand que la surface BECB , comprise par les 
droites BE , EC et par Tare BC. Le triangle FCA est par It 
même raison pins grand qne la sorfoce DFCD comprise par les 
droites entre Ï>F, FC, et par Tare CD'^ donc le triangle entier 
AEF est plus grand que la somme des surfaces BECB^ DFCD, 
dont la première est comprise par les droites BE , ECetfV 
l'arc BC , et dont la seconde est comprise par les droites DP^ 
FC et par Parc CD; donc le triangle EAF est plus grand qa» 
la moitié de la figure BADCB^ comprise par les droites BAj AD 
et par Parc BCD; donc , etc. 

•88. Vn cercle quelconque est égal à un triangle reciangh, 
dont un des côtés de V angle droit est égal au rayon , et dont 
r autre côté de F angle droit est égal à la circovférence. 

Soit le cercle ABCD {fig. 5o }> et le triangle EFG recUagle 
en Pf ^e EP soit égal au rayon , et FG égal à la ôrcovfé-^ 
rence } je dis que le triangle EPG est égal au cercle ABCD. 

' Si ce triangle n'est pas égal au cercle à ABCD, il est plus 
grand que ce cercle , ou bien il est plus petit ; qu'il soit plas 
petit que ce cercle , si cela est possible. Inscrivons dans ce 
cercle le quarré HKLM } ce quarré sera plus grand que la 
moitié du cercle , puisque ce quarré est la moitié du quarré 
circonscrit. Partageons les arcs MH ^ HK , KL , LATen deni 
parties égales aux points ^, ^, C, £>, etc. ^ et menons les 
cordes AH j HB y BK ^ etc. La somme des triangles M AH, 
HBK , etc. sera plus grande que la moitié de la somme des 
segments MAHyHBK^ etc. Partageons les arcs restants en 
deux parties égalés 5 joignons les extrémités de ces arcs , et 
continuons de faire la même chose jusqu'à ce que la somme des 
segments restans soit plus petite que Pexcës du cercle ABCD 
sur le triangle EFG , ce qui est toujours possible (84). 

Supposons que la somme des segmens restans • ^^-Ef, HB f 
BK ^ etc. soitplus petite que cet excès, c'est-à-dire jusqu'à 



GÉOMÉTRIE. /,5 

^e que l'excès dû cercle ACD , sur le polygone inscrit , soit 
pins petit que l'excès de ce cercle sur le triangle j il est çvident 
que le polygone inscrit sera plus grand que le triangle EFG, 

.Du centre N, menons la droite NR perpendiculaire sur AH. 
Le polygone AHBKCLDM sera égal à un triangle-rectangle, 
dont un des côtes de l'angle droit est égal à NR , et dont l'ajutre 
côté de l'angle droit est égal au contour de ce polygone j mais 
NR est plus petit que le côté EF ^ et le contour du polygone est 
plus petit que le côté FG; donc le polygone AHBKCLDM est 
ylus petit que le triangle EFG ; mais nous ayons démontré que 
ce polygone est au contraire plus grand, ce qui est absurde ; 
donc le triangle EFG n'est pas plus petit que le cercle ABCD, 

Que je triangle J5J-FG soit plus grand que le cercle ABCD , 
si cela e$t possible. Circonscrivons un quarré PQRS au cercle 
ABCD. Le quarré inscrit étant la moitié du quarré circons- 
crit , le cercle ABCD sera plus grand que la moitié du quarré 
circonscrit ; par les points A , B , C , D , milieu des arcs MH, 
HK y etc. , menons les tangentes TV^ ^Y > ZA' , ÏÏC. Le 
triangle TP Fusera plus grand que la moitié delà figure HPMH 
comprise par les droites HP , PM et par Tare HAM (83). 
Il en est de même pour les trois triangles restans XQY , 
ZRA' j BSC » Donc la somme des quatre triangles TPV^ 
XÇ>Y^ ZRA' , B'SC est plus grande que moitié de la somme 
des surfaces MPHM^ HQKH^ etc. Partageons ensuite les arcs 
^AH yHB , BKy etc. , en deux parties égales; par les points 
de divisions menons des tangentes , et continuons de faire la 
même chose jusqu'à ce que l'excès du dernier polygone cir- 
conscrit sur le cercle ABCD soit plus petit que Texcës du 
triangle EFG sur le cercle ABCD ; ce qui est toujours pos- 
sible (84). 

Supposons que l'excès du polygone TVXYeXc. , sur le cercle 
ABCD soit plus petit que l'excès du triangle EFG sur le cercle 
ABCD ; il est évident que le polygone sera plus petit que le 
Wiangle jBPG> mais au contraire il est plus grand , puisque le 
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polygone est ëgal k-xm triangle-rectangle , dont l'un des cotes 
de l'angle droit est égal à EF^ et dojt l'autre côte de l'angle 
droit est pins grand que JPG , ce qui est absurde. Donc le 
triailgle EFG n'est pas plus grand que le cercle ABCD, Mais 
on démontre qu'il n'est pas pluis petit } donc il lui est égal. 
Donc y etc. 

89* Un secteur de cercle est égal à un triangle dont un des 
côtés de Fangle droit est égal à Varc compris par les deux 
rayons de ce secteur, et dont Vautre côté de V angle droit est 
égal au rayon de ce cercle. 

Soit le secteur ACB (fg, 5i ) , et le triangle-rectangle DEF^ 
dont le côté EF de l'angle droit est égal à l'arc AB , et dont 
l'autre DE de l'angle droit est égal au rayon du cercle ABH', 
je dis que le triangle DEF est égal au secteur A CB, 

Prolongeons le c6té EF ^ei faisons EG égal à la circanfé- 
rence du cercle ABU ^ et joignons DG. 

' Puisqu'un cercle est à un secteur de ce cercle , comme la cir- 
conférence entière est à l'arc compris par les deux rayons de ce 
secteur (*) , le cercle ABH est au secteur ABC , comme la 
circonférence de cercle ABH est à Tare AB. Mais la circon- 
férence du cercle ABH est égale à la droite EG , par supposi- 
tion, et Tare AB égal à la droite EF ; donc le cercle ABU 
est au secteur ACB , comme la droite EG est à la droite 
EF, Mais le triangle DEG est au triangle DEF , comme la 
droite EG est à la droite EF. Donc le cercle ABH est au 
secteur ABC , comme le triangle DEG est au triangle DEF ; 
donc en changeant les moyens de place , le cercle ABH est 
au triangle DEG , comme le secteur ACB est au triangle 
DEF ; mais le cercle ABH est égal au triangle DEG; donc 
le secteur ACB est égal au triangle DEF, Donc , etc. 



mmtm 



(*) Voyez le lemme soivant. 
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L E M M E. 

On a démontré ( 57 ) que dans un même cercle les angles au 
centre sont proportionnels aux. arcs. Il suit évidemment de-là 
que dans un même cercle ou dans les cercles égaux , les sec- 
teurs sont enf r'eux comme les arcs de ces secteurs , et que par 
conséquent un cercle est à un secteur de ce cercle , comme la 
circonférence de ce même cercJe est à Tare du secteur. 

go. Les cercles sont entreux comme les quarrés de. leurs 
diamètres» • 

Soient les cercles ABCD , abcd {fg, 62) , et que leurs dia- 
mètres soient BD , bd ; je dis que le cercle ABCD est au cercle 
abcd «eomme le quarré de BD est au quarré de bd. 

Car si cela n'est point , le quarré du diamètre BD sera au 
quarré du diamètre bd comme le cercle ABCD est à une sur- 
face plus grande ou à une surface plus petite que le cercle 
abcd. Supposons d'abord que cette surface soit plus petite, et 
qu'elle soit K. Dans le cercle abcd y décrivons le quarré 
abcd ) le quarré inscrit sera plus grand que la moitié de 
ce cercle , parce que le quarré inscrit dans un cercle est 
la moitié du quarré circonscrit , et qu'un cercle est plus 
petit que le quarré circonscrit. Partageons les arcs ab , bc , 
cdy de y en deux parties égales ai^x points e yf, g , h , et me- 
nons les cordes âce , eb , bfyfcy cg , gd,dh, ha. Chacun 
des triangles aeb , bfc, dha est plus grand que la moitié du 
segment dans lequel il est placé ; partageons ensuite les arcs 
restans en deux parties égales ; joignons leurs extrémités par 
.des droites, et continuons toujours de faire la même chose , 
jusqu'à ce qu'il nous reste certains segniens de cercles dont 
la somme soit moindre que l'excès du cercle abcd sur la sur- 
face A^ j c'est-à-dire jusqu'à ce que l'excès du cercle abcd, 
sur le polygone inscrit , soit moindre que l'excès du cercle 
abcd sur la surface K. Qu'on ait le polygone inscrit, et que 
c^ polygone soit àebfcgdh ) il est évident que la surface K 
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fiera pins petite que le paljgooe. Dëcrivons dans le cercle 
ABCD un polygone ^JS^FCG Dissemblable au polygone 
aebfcgdh^ le qnarré Aé BD sera au quarrë de bd coname 
le polygone JEBFCODH'est au polygone aebfcgdhi 
mais par supposition , le qnarrë de BD est au quarrë de bi 
comme le cercle ABCD est à la surface K ; donc le cerclt 
ABCD est à la surface K comme le polygone AEBFCGDH 
est au polygone aebfcgdh. Mais le cercle ABCD estplm 
grand que le polygone qui lui est in^pt y donc la surface K 
est plus grande que le polygone aebfcgdh ; mais onà<^ ' 
montre qu'elle est pins petite*, ce qui est impossible j doue ' 
le quarré'de BD n*est point au quarrë àt bd conuBe le cercle 
ABCD est à une surface quelconque plus petite que le cercle 
abcd. Nous démontrerons semblablement que le quarri de ii | 
n^est pwint au quarré de BD comme le cercle abcd esta une 'J- 
aurface quelconque plus petite que le cercle ABCD. 

Je dis ensuite que le quarrë de BD n'est point siu qnarré.de - 
bd comme le cercle ABCD est à une surface quelconque plu& 
grande que le cercle abcd. Car si cela est possible , snj^sons 
que le quarré de BD soit au quatre de bd comme le cercle 
ABCD est à une surface plus grande , et supposons que K soit 
cette surface. En mettant les antécédens à la place des coasé- 
quens , et les conséquens à la place des antécédens , le quarré 
bd sera au quarré de BD comme la surface K est au cercle 
ABCD ; mais la surface K est au cercle ABCD comme le 
cercle abcd est à une surface quelconque plus petite que le 
cercle ABCD } car le second antécédent étant plus petit que le 
premier , le second conséquent doit être plus petit que le pre« 
micr ; donc le quarré de bd est au quarré de BD comme le 
cercle abcd est k une surface plus petite que le cercle ABCDf 
ce qui a été démontré impossible ; donc le quarré de BD n'est 
pas au quarré de bd comme le cercle ABCD est à une surface 
quelconque plus grande que le cercle abcd. Mais on a démon- 
tré que le quarré de BD n'est point au quarré de bd comme le 
cercle ABCD est k une surface quelconque pins petite que It 
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t9rçlt abcdj doi^C le qji^arré dei?Z)l.estau<qiLarré de bdçovinse 
lexerclf ABÇf) est au cercle abcd, Do.nc les cercles sont entre 
e«x comnoie les (jiiarrés des diamètres. 

87. Les circonférences de cercles sont entr* elles comme I^mts 
^amètres. 

Soient les cercles AB C ^ abc{Jlg: 55 ); je dis que les cirçoii^. 
iVrenoPS ABC ^ abc sont en tr' elles comme leurs diamètres. • 

Par le point A tia menons les tangentes AE ^ae ^ et que la 
ciroite ^JE-soit é^ale à la circonférence ABC, et là drpite ae 
4^gaJe à la circonfeVence ae , et joignons DE et de. Le triangle 
DAE sera égal au cercle ABC ^ et le triangle dae égal au cercle 
«ftc. Le cercle ABC sera donc au cercle aùc comme le triangle 
i DAC est au triangle dac , et pai* conséqijent , comme lé rectan- 
|lc soiis DAE est au rectangle sous de (*); mais le cercle 
ABC est au terclè àbc , comme le quarté de DA est au quanrré 
de da (89) 5 donc le rectangle Sous DAE est au rectangle sous 
dae comme le qtiarré de DA est au quarré de da , ou'mén Je 
l^ctangle sons DAE est au quarré de DA comme le rectangle 
loûs dae esi'éii quarré de da. Mais le rectangle Sous DAE est 
an quarré àe-DA coii^me la droite AE est à la droite DA , et le 
rectangl e sous d àe est au quarré dé da comme la droite oVest 
à la droite daj donc AE l D A \\ ae \ da y ou iien A.E V 
«e :: DA Z da ; mais AE est égal àla circonférence ABC j 
et ae égal à la circonférence abc ; donc la cîréonférènlfce 
ABC est à la circonférence abc , comme le rayon DA est àù' 
H»yon da*, comme le diamètre dé la première est au dîametlré" 
oç la ^çonde^ 

88. Ln jcirconférence d'un cercle quelconque égale le triplé 

■* ■ - • ' • . 

A son diamè.tre , plus une partie du diamètre > qui est plus 
petite que le septième , et plus grande que les dix . ^oix^qn^e---' 
onzièmes. 



{'^yijB rectangle sous DAE , veut dire ie recUngU qui a pour b«^e A -If f ** 
oar bantenr DA, 
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fvè ia âroitê CF tMdiè It oerde àwpoièl C, et que l'i 
FEC ftoit U trombmr piili* d'îrn dra^. L*kttgl« FEÇiù^] 
la If^tMbiëtae' partie d*«i droit , et par cûotféqileiit î» dDôdèriito^j 
partie de quatre droita , îl est évident que CF' eet la meilié 
c^té dé rexagene- régulier , îiMçrit dansfè cercle , dont' FE* 
I^ rayeîir ; ' dlNie JW'éat I» motlié^e FE^ 

'^pposôttB que F£ 'àU 3o6f jpitrtîet ; FC 0m aitM' i3S , 

ci: ==^V( M)*— (ï5^)*=V702a7 j mais h racîûe a;|ini 
chée de jaaat; est a65; puisque ^afiS}^=7o:i2ii5;iaiiiic Cff"* 

■•■;» ■• w ■" 

Partiigeoua Fangle FEÇ en deux partiiea %rii^ par la 
EGi.çn, fiiiEa FE :€ ÉllFG iGC , et, jM^r çosaéqiieiit 
'^ÇB;fifi:i:FClGC r w FE + CE:FÇ,;;ÇJStGÇ\ 
maiaj^i|^F=>3ofi » CjF>a65> et FC=:i55j doue /^. ^ 
ÛF: JR?,>5o6+^5: i55, pu F£ + .!Ca^: Fè>57^^ 
i55^ dpiiciiE : GC> 571 : i55. ; 

Sopposen». que GC ait i5S parties f en aura jFC^ ^71^. 

Maiflt,G,iE 3= y £C + G^ff ; donc GjE: > V 

c'eatTà-di[r^,\f 326o4i-|-254o9, c'est-à-dSre V 54945o,j màisi 
la raciiif^ approchée de ^54^5o est 69 -f-i |, puisque (591 + iY 
= 543,iaa+,f J j donc par une deuble raison , GE > Sgi + 1. 
Pariageoiis ; Tapgle G J^ G en deux parties égales par la droite 
HE; on aura GE l CE :: GH : HC y tt par conséquent tj 

GE-^ CE : CE :: gc : hc^ wi bien Gjs-fc- cjs: : GC :: |j 

C£::JErG. Mais GE^Sgi + ^i C£:>57t. elf Gi;= i55; | 
donc GJ5:4-\C^:G£> 591 +1 + 571 : i55, ôtt bieu«js| 
+ GiET : Gè > X162 + ^ : 153 } donc CE l BC^ i-ifi» 

+ ;:i53; 



(*) Au lieu décrire : la raison âoAkB est plus grand* qitê la rtdson M 
CàDf on «crit ; A: B>C; D, 
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Supposons que HC ait 1 53 parties , on aura CE <^ 1 163 -f- ^ ; 

nÊàsHE=y CE+ HC; doncff£>V ( 1 1624- J)+( i55)', 

t*est - à - dire V i35o534 + li + 25409. , c'est - à - dir» 



i/ 



^ 1573943 + jJ. Maifi la racine approchée de 1375943 + \\ 
«st 1 lys-J^puisque ( Iï72-j-^)*'=:i373877 + j^. Doncj par 
-une double raison 9 J9j£^ 117a 4~i* Partageons Tangle £LE^C 
«n deux parties égales , par la droite KE'y en aura HC !- CE :^ 
JHiC : AC , et par consécjuent HE + CE : CE :: HC : AC , 
^XK HE+CE: HC :: CiB : KC. Mais iM: > 1172 4. { ^ 
^£ > 1162 + ; ,. et JÏC = i53^ donc jffJE+ CE : HC> 
•»i7a+-i+ii62 + ; : i53; donc C£:: CA:>2554+i: i5$. 
Snppiôsonar que CK ait i53 parties^ on aura CE'^2!554'\'i } 

xnaîsrJE:=V CÊV>^^>^onc/^Z>V (2534+;)+(i53), 
c*cst - à - dire V 6448723 + t« + ^^^9 > <^'es^- ^ " ^iw^ 



^/: 



5472152 + tV- -^^^^ '* racine approchée de 547*132 -tï- 77 
•flt a539 4- i , puisque ( aSSg + ^ ) * = 5472090 + 75-; ^ouc , 
par une double - raison , KE ^ 2539 "^ i* P^^^g^ons Tangle 
JKJEC en deux parties égales par la droite LE y on aura* KEl 
CL :: KL : LC , et par conséquent KE + CE1CE II KC :- 
JLC , ou bien KE + CiE : KC :i CE l LC. Mai* KE;^ 255g 

-4T5Vcis:>2354+;, etJ5:c= i53j donc KE+CE : a:c> 

a339+;+2334-f i : i^5oubien A:£+CJS: : KC>^673+^. 
i i53 ; donc CE : LC > 4675 + i : i35. 

Puisqtle l'angle dF'^C est la douzième partie de quatre angles 
iroiîs, l'ange G£'<!7 moitié de FEC sera la 24* partie de quatre 
droi^; l'angle ff^^C moitié de GEC sera la 48* partie dé quatre 
droits y l'angle KEC moitié de HEC sera la 96* partie de 
Quatre droits , et enfin Tangle ££*€ moitié de KECseru la rgaf' 
-nartie de quatre droits^ 



\ 
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Yçrs M) Tangle LE if double de râbj^e ZJSC. sera U g6^ 
p^itî^ d« ^psatre droits t -tl làdroiliiXMafniJd cité- dRà»>^itaM 
Ijgone rëgttlter de g6 cAtés , circonscrit ap: cercle dent CS 
êsf le TayÔD. Maii aoas avc^s déaowHitré que 3C Z CL^ 
4675 + ; : i53 ji donc EA l LM^ 4673+4 : i53 , on iSttlk 
IM.\ ÉA< i53 : 4675 +f, Dènr $S X ilf:: JBrf < lâ» 

X96 : 4673 + ; 01196 xJMf:JBX< 146»: 4fi:«+V 

Hais gft X ZJf e^ lecoatodi'da'poljgebe die g6 cAuSt ctiw 
conscrit âà cercle ; don^ la ratsovdii ctmtùOtûè ce pofjipoifé 
aa diamëtre Un cercltf est ]>1qs pethe qve Ik raison de 14686 k 
4673 ^.'^Lé'dhinBMre ^tent dmc de 467S jArtie» et danùr, té 
<îontotrr îlo! polygone sèraf plèépêtit qne^ iJf688v. 'Mais 14088*^=^ 

5 (46i5^.i)+^ + et ,^^==,:^^^.r.yi^;t^ 

ëgale le triple dn diamètre , pins le septième di\ diamètre moins 
le septième d'une ^nité. Mais le contour du polygone estfAv» 
petit que 14688 ; donc , à pins forte raison^ le contour du pp- 

lygone esf plus petit que lê triple du diamètre augmente* d'un 

II 

aeptièto'e dfr diamètre. Mais la circônféréncr . est plus petite* 
^nè le c6itt'6ur du polygone. -Donc , àr JpfuS' forte raison' , lài 
cîrconférehce est pflus petite tfuele triplrdu' dfainètàre augmenté, 
d'un septième de ce diamètre. • î- ^ >.. 

Sôit à présent le certrç dpnt XC eif le <^i^meicè ( $7 )* que 
Pangle^yi^Csoit la^ V^isième pi^rtie d'un dirait -^joign on/s SCy 
la drôhe JBC sera égale au rayon. Suppq^ni é^^'ÂC ait r56o 

parties; BC en aiira 760. Mais-^i?= Y ^^^BC} donc 

AB = V i5t>6 ^^'/Sq=:V iSaSaoo. itfaîs fa racihe appor-^ 

chée eu plus de iaa5j»oo eut i,35i , puisque îdài :;» i^fei^^o» j^. 
doiic^^<i35i. 
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Partirons l'angle BAC en deux païtiés (faites par la droite 
uiG ^ vet joignons GC) l'angle GAC sera ëgal à l'angle G C^ y 
•pnisqu'iis sont ëgaiix chacan k l'angle BAG. Mais l'angle ^GC 
^t colAmbn aux deut triangles;^ G (C, CGF ; donc ces deux 
triaiig^es sont éqniaagles. Donc AG : GC :: AC : CF } mais 

£F: CF:: ab : ac-, donc bc : cf :: ab + ac: ac^ou, 
AC: CF :: AB+AC : BCy donc AG: GC :: AB+AC: BC. 

îMmsAB <C,i^^i y AC::^iS6o, et BCzzz.'/So-, donc AB-^AC : 

-^C<i35i+ i56o : 780, c'est - à - dire .^5 + ^C : ^C 

^ 2^11 : 780; dohc^G : GC^ agii : ^80. Supposons GC 

nfe 78b parties , 6n aura AG<Ciig\ i . Mais ACz=z V AG + G^- 

l>6nc-/<C< V 29^11 4-780 » c'est-à-dire -^C< V 9082321 -, 
mais là racine approchée en pins de god^^i est 5oi25 4 4 7 
puisque (3oi3 + ^)* = 9o82689 +7^ 7 ^^nc la raison ^C : 
CG<^3oi3-f- J C 780. Donc si l'on suppose CG de 780 parties, 
on aura -irfC<;^3oi3 + '. 

' Partageons l'angle CAG en deux parties égales par la droite 
ATI y et joignons IIC \ les deux triangles CAII ^ CMH seront 
êquiangles ^ donc AU \ Cil V. AC: CM*, mai« GM : CM :* 
AG: AC'y donc CG : CM :: AG + AC : AC , ou bien AC : 
CM:: AG-^ÀC: CG-, doncANl CH :: AG + AC: CG^ 
Mafs'Jdr€^<29ii, v^C<3oi34-^, et CG = 78^0; donc ^G 
^At: CG < 291 1 + 5oi5 + \ : 780 , c'est-à-dire AG 4. 
AC : CG < 2924 4 \ : 780. Donc AH : C^<2924 -f. f : 

jr8o. Mais ""^^^'^^-^ =455 + 1^ «' ^ = 6^i ^<^c ^^ • 

-Ci5r< 455 4-> : 60, %u biéii j^JRT : CH<C i8a3 : a^c*. 
Supposons CH de 24o parties , #n aura Alf <^ *825 3 maî» 

ÀQ—S/ÂH^'cày d^é .-rfC < V 1823 +l46 , ou 

_^ 

jdTC < V 3380I929 ) mais la racine approchée en pins de 
•«»09^9 est i8384^r, juisiiuc ( i858+7^)« = 338i252+-^. 
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XKhic ac : cjr< i83R4> .v : M» ; ^1mi«: « i*<^B snppMe car 

,de34ovpftriiet, oa-Aun .^C^'iB2fi-«4* iV ' ' ' 

. PartAfeons raoglelMC en dévc pwtMft ]Mir biclroît* JT^; fotip 

.«ài,'«55ËL±fL« = 1007 ctî^-^^iLèP; donc ^<jr: 



Il II 



ll^C< 10VD7 ; 66. Sopposons JITC de 66 piurtiM, im «m» 
AK < iwf;. Mêiê 4C ^y AK + KC V donc y/C <; 
V 7^4- Se*, -c'est-à-dire CA<:V 



007 +66 , 4:'e8t-à-dire fiA^V ioi84«>5.. Kaii . k ri^ 
«toe epprpchée en plus de ioi6j^5 est loog + i * puisque 
jCioo9+i)«c=ioifi4i7+ ;». Oofic^C:£'A<|oo9 + ^ : 66.J 
,Si donc Von suppose Clf de 66 parties , on aore AC^ 1009+ {. 
Partageons enfin Pangle CAjK en deux parties i^eles par hn 
jirçiitLA , et joignons CL^ 09 aora AL C £<7 •• iT^ -^ AC 
:KC. Mais -^/ÎL<ï 007 ^AC<C 10094.; ,et*C=66 j donc 

,AL ; LC<C. 9016+ ; : 66. Supposons LCà^SS parties ; on aura 

/ 

AL < 2916 4- i. Mais AC= V AL + LC j donc AC < 

y .(2016 +^) + (66)*, c'es4-à-dire AC<y 4069284 + y^. 
^ais la rac^i^' approchée en plus de 4069284+ 7^ est 2017 +4'« 
jpuisqjue ( 0^17 + ^ )• =;: 40692 J7 + /^. Donc -iC : CZ. < 

Puisque AÇ \ CL<i 2017 + ; ; 60, on aura CL : AC^ 
60 : 2017 +^ ; et puia^que l'arc BC est la sixième partie de la 
^rconfér^npe , l'arç GO^vl sera la dotzième , Fajhc MCW vingt- 
.^ji^riëirn^ , ]>r.c KC \^ /luaranle-huitièmef et Tare Z«C le 
iquatre^vingt-seiziè^e ; donc la droite CL est le côté d'un poly- 
igone régulier 4e .quetrcvingt-seise côt<s. MaisC£»=c66; donc 
Je contour d|i polygone égalera 6537. Doiîc la raison du contour 
1*" polygone «11 diaroètre est plus grande que la raison de 635fi 
^j?*^7 -^h' Ï^^BC si If dianiètric est <le 2017 + '^:dfi pa/ties, le 
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contour au polygone sera plus grand que 6556. Pqi8<{«e 

• 6556 = 5^(aoi7 +^) + 284 + i , <iue les dix soixante-H>n- 
%\eme9 du diamètre égalent a84 «f" 77t 9 ^^ T^^ ^^^ "f* 4 ^^^^ 

• passe 184 + TTT ^ 75^ i ilest évident que 6556 égale le triple 
du diamètre , pins une partie du diamètre qui est plus grande 
que ses dix soixante-onzièmes. Mais le contour du polygone est 
plus grand que 6586 , et la circonférence est plus grande que le 
'Contour du polygone ; donc^ par une double raison , la circon- 
férence égalera t.rpis fois le diamètre ^ plus une partie du. diamè- 
tre , qui est plus grande que ses dix soixante-onsûèmes. Mais on 
a démontré que la circonférence égale trois fois le diamètre , 
pins une partie du diamètre qui est. plus petite que ses dit 
:ioixante*dixièmes , c'est-à-dire son septième; doncla circonfé- 
rence égale trois fois le diamètre, plus une partie du diamètre; 
'(pii est plus petite que son septième et plus grande que*sels dix 
«oixante-onzièmes. { L. ï5o — ~ i55 -^ aoÇ. 

* . ' . 

TROISIÈME PARTIE. 

8g. Dans les solides semùiadtes , les triangles qui joignent 
deux angles solides homologues , ei les extrémités de deux 
arêtes homologues dans chaque solide , sont des figures sem^ 
blableÉ, 

Soient les deux solides semMàbIfes AB C D E FG If K , 
abcd efg h k ( fîg. 58 ). Que les triangles A E G y aeg joi- 
gnent les angles solides liomologues G , g , et Ies< arêtes homo- 
logues AE, ae; j|e dis que les deux triangles y^£ G j aeg sont 
semblables. 

Plaçons le solide àhcdefghk dle^ manière que Tanglè solide 
c aoit sur l'angle solide é?, Tarèle c-c? sur rarèteCZ>, et Tarete 
<^ sur l'arête (?G. ;- il est évident que la face c a é/ s'appliquera 
sur la face CAD, , parce que ces faces sont également inclinées 
êur les hcQS^cdhgy CDMG. La droite ca tombera sur la droite 



/ 
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' 'MkiHMtlf H* àfagdftMttè ^^ , #C. Pftçbfis lé 9olidé ttteii;^ 

•'0IÉfl:l!^. lift •di«|pMdte^^'èNi)ipl^net«Mrl^ Hâjgifaàiit SG, 
-^F ir «îf 7 jVsE; émtéâ; IBIS :: ^n' : J^G (: idbtoo l«AMt 

'i!li0î«4v(: jj?":;. M : ^£; dom «^ : j?o s: m : jtfjÇ.Màîs<m 

a dëmoDtf^ que agi AG :t €ie ; >/J? ; ^oitac A» : iÉÇ ;; «f : 
-«^^ !t ^ r EG. Donc les deux triangles a^ y AEG soAsem-r 
Llables. Doqc di^S'dei aplidefr t^emblablea , le» angles qui joH 
gnent des angles homologues et deisf arêtes homologues , sod( 
fies figures semblables. 



COROLLAIRE, 






Il suit de-là que des diagonales qui joignent des angles soIh 
^a^omolog^eS; sw^\ entre elles comme les aréies homologues. 

•gp.' Si âe deiix solides homologues on abaisse des perpen- 
diculaires sur des fatés%omcilogues , ces perpendiculaires se- 
''' fûîhtienirè^éltes çôrHme 'lés arêtes homologues. 

, Soient les deux .solides l^oïaq\ùf^ueê i^^è c 4 e/ghh, 
.^fiÇDEf'GHK {fig.^&yUe» angles solîdas faomologue^ 

iif,,J^,9 abaissons les . perpend içu laires «/ ,.^£, sur les faces ho- 
.^ttp|ogues/g^AA., FCHK} }6:di# qucces^^erpendiculaiFes «on^ 
.,ftntrt* plies comrnc Iqs arètcj^ homoÎQguçs. . 
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-' ' Jfoi^n6iys les poiiits / , L avec les angles soHdeft homologues 
1^ y G, Flacons ie solide abedefghhàe manière que l'angle 
'ftoHde e soit sUr Tanigle Solide faaaaaclogùe € j Tarète cif sur 
i?arèt6 homologue CD , et l'arête cg sur l'anëte homologue CG, 
Jl est évident -que les arêtes ca, cb tomberont sur les arêtes 
'.42A ^ CB ^ et que la (Ace/ghk sera parallèle à la face bomo- 
4tkgtie i^H'K, Donc la perpendiculaire al sera parallèle k la 
fiérpendiculaira JiL , parce que ces deux droites seront perpen- 
«liculaiies snr ées plans parallèles. Mais la droite a^ est paral* 
Jèle à. la droite :^G, pa^ce que les triangles acg, ACG sont 
«cmblables. DoncTangle gai est égal à l'angle G AL, Mais 
'l^angle alg est droit, ainsi que l'angle AhG/'y donc ies deux 
trîa«gles àlg , AhCj sont semblables. Donc al \ AL \\ ag l^G. 
-Mais ag : AG :: ac : A C. Donc al : AL II ac ! AC. Donc 
ieis perpendiculaires menées de deut ^ngles homologues dans 
;deux solides se^mblaUes , sont entre elles comme lesarèt^ ho- 
auologues de oes^olidfs. 

cjî . 6i deux artgles solides sont cornpris chacun par trois 

'/tn'gfes f(lans , et si las angles plans du prâmiersont égaux aux 

angles plan du Second , chacun à chacun , les plans des angles 

égaux seront également inclinés les uns Sur les autres dans les 

doux solides. 

Soient les angléà sôfiâcS^ et ^' {fg. 5g) ; que l'angle solide 
^ soit compris par lès trois angles plans BAC , CAD , DAB; 
que Tangle solide A soit compris par les trois angles plans 
H'A'C, CAD', D'A'B'r, que l'sngle ^/^C soit égal à l'an- 
gle B'A'C , ViikXK^\e CAD égal à l'angle C'A'D\ et l'angle 
J)AB égal à l'angle D'A'B' ; je dis que les plans des angles 
'«gauxsont égaleiméfit inclinés \e§ uns sur les autres dans les 
deux angles solides. # 

Xl^'un point quelconque 1^ de la droite AB j menons dans le 
:plan BAD la droite BD perpendiculaire sur la droite AB ; du 
an»émè point B , menons dans le plan BAC la droite BC per-< 
pei)diculaire sur la droite AB ) joignons les points C ^ D) fâi-n 
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b àrmUjtB' igk\e k là droite jiB ^ ^ du point B'^ , ûiê^ 
daUt le plan A'B'D' U droîle B'D' perpeaâtenlaire snr 
h droite ^'^ , et dent le plan B'A'C la drpite B'C perpen* 
dicnlaire enr la droite A'B' ; joignons les points C , Z> • La 
droite AB tent ^e à la droite A'B' , l'angle BAD égal à 
Pangleil'jtf'P', et l'angle ABD ^Unt droit ainsi que l'angle 
A'B'D' , les triangles ABD , A'B'D' seront ëganx et semUa* 
Mes ; donc la droite BD est égale à là droite B'D' , et la droite 
AD égale à la droite A'D\ La droite BC est égale à la droite 
B'C\ et la droite >tfC égale à la droite A'C^ fêr la même raisoe. 
Hais l'angle CAD est égal à i'angte CA'D\ la droite ^Cégile 
k la droite A'C\ et la droite AD égale à la droite A'p '; doac le 
triangle CAD est égal et eemblable an triangle CA'D' ; doue 
les dem triangles B CD , B'C'D' ont leurs c6tés égiQis ehacon 
à lAacnn j donc ces deip triangles ont aussi leurs aagics %miz 
chacun, à ohacnn. Done l'angle CBD est égal à l'angle £'27 'Z^'l 
donc rincUi^ison du plan CBjÈ sur le plan DBA est %aleà 
l'inclinaison du plan CB'A' sur le plan JO'^^tf' ( B. 191 ). 

On démontrer^, de la même manière » que les plans des au^ 
très angles égaux sent également inclinés les uns sur les autres 
dans ces angles solides y donc , etc. 

92. Si deux angles solides sont compris chacun par trois €Uh- 
g£e^ plans, et si les angles plans du premier sont égaux aux 
angles plans du second , chacun à chacun , ces angles solides 
seront égaux entre eux. 

Soient les angles solides A y A' (^g'5^)s q^^ '^ angles 
plans BAC, CAD ^ DAB de l'angle solide A soient égaux aax 
angles plans B'A'C , C A' D\ D' A' B' de l'angle solide A' , 
chacun à chacun^ je dis que ^'angle solide A sera égal k l'angls 
solide^'. '41 

Appliquons exactement l'angle BAD sur son égal B'A'D' ; 
il peut arriver que les autres augles plans qui sont égaux dans 
les deux angles solides A , A' soient placés des mêmes eôtés ou 
ne soient pas placés des mêmes cêtés. Supposons d'abord que Taor 
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^e BAD étant applique exactement sur son égal B' A\D' , lei 
autres angles plans qui sont égaux dans les deux angles solides 
A j A* soient placés des mêmes côtés. Puisque l'inclinaison du 
plan de l'angle BAC sur le plan de Tangle BAD est égale à l'in- 
clinaison du plan de l'angle B'A'C sur le plan d^ l'angle 
B Ajy (91 ) 1 le plan de l'angle BAC s'appliquera sur le plan 
de l'angle B'A'C. Mais l'angle BAC est égal à l'angle B'A'C} 
donc la droite ^C s'applique sur la droite ^'C\ Mais la droite 
AD est appliquée sur la droite A'D' y et la droite AC sur la 
droite ^C ; donc l'angle plan DAC s'applique •exactement sur 
l'angle plan D'A'C. Donc les trois angles plans d« l'angle 
solide A s'appliquent exactement sur les trois angles pllins de^ 
l'angle solide A' ) donc les angles solides A y A' sont égaux. 

Suj^osons , en second lieu, que les angles plans BAD y 
dab y- qui sont égaux entre eux , soient appliqués eiactement 
l'un sur l'axitjpe , |a droite AB sur la droite ad y et la droite AD 
Sur la -droite aby et que les autres angles plans qui sont égaux 
entre eux ne soient pas placés de même côté / il est évident « 
dans cette supposition , que le plan J^ACne s^appliquera point 
sur le plan dac , parce que l'inclinaison du plan BAC sur le 
plan BAD n'est pas égale à l'inclinaison du plan dac sur le plan 
dab. Le plan DAC ne s^appliquera point sur le plan bac y par 
la même raison. Doi)c les angles plans BAD , dab étant applî-» 
< qués exactement l'un sur l'autre, la droite AB sur la droite ad^ 
et la droite AD «ur la droite ab y les autres angles plans qui 
sont égaux dans ces denx angles solides ne s'appliqueront pas 
Jjes uns sur les autres. 

Si l'on plaçoit f angle plan BAD sur l'angle plan bady de 
manière que le- point A tombât sur If^ point a , que la droite 
AB s'appliquât sur la droite ab , il est évident que la droite AD 
*Vappliqueroit sur la droite ad} mais alors le plan de l'angle 
^y^C auroit la position bac' y et ]e plan de l'angle CAD auroit 
la position c' ad ; de sorta que l'angle solide A seroit placé au- 
^ssous du plan abd. D'oii je conclus que le principe de super- 



^ tt£OiIÉtftilS. 

iPHiftMii «e ptm pÊ^Mtw éûkfH&jfi fàt» ÔiiùJàniter l^igAîU de 
dms, magl^ Mdidei qoi «oat* eMipri» ebâébii ]lat trois ouglfi 
.]Aaii« ^ «t 4lMit l60 wi^éi f\ià$ AtOL prèmicif «wt égaux «ax angfes 
phiié dbi «ee«tt3 , éliacttA ih cîiacnii , lofsqa'liyantlppUqué fdii 
aar Vkv$re ému «nj^len^ égattx , lés aatres an^lea é'gauk ne sont 
•pas placrfs àê9 B»êmes cAîés ("*) } dans ce cas , Ton doit «s 
«contenter de dire , <]Qê deù angles solides , ^ sont comprît 
tfaaoun-par trois angles plane et dont lés angles ^lâds du prdÉUér 
'Sontijgaiix itnz angleS'plaikS Su «econd , ilbitt^ârthf entre eat, 
farce ^e leurs parties conélicaafates, loars angles pUai et tett» 
iadioaisons s6til agates de féct et d*autre j donc ', etc. 

g5. ï^ solides dont les angles solides ne «piM §^ çpntpr^ 
par plus de trois angles plans , et jfui sont consmus sous le 
mAnè Mfnbre de faces égales et sembt^les . semhlaitement 
ptàcièi'\ iont égaux et s^Blakles. 

Soi^t les deux solides ^^Ci> F, A'B'ÇJg'frxj^. 60) ; 
^ue leors. angles solides ne soient pa3 compris |pr plus de trois 
angles plans , et que ces deux solides sqîent contenus daus. le 
liiéme nombre de faces égales et semblables et semblablement 
jilacées j je dis que ces deux solides sont égaux et sen:iblables. 

Que la face jiBC du premier solide soit appliii«ée exacte*- 
. nient sfir la surface Homcilogue A'B'C du setosd. 

Paisque FiocHnaison de plan jf F sur le plan ABC est égale 
k rinclkiaftsoii du ptati A'F' sur le plan A'B'C (gr) ,*la face 
u4f/^ s -appliquera esnctement sur là face A'F^ , qui lui est égale 
et semblable. Les autres faces du solide AB'CDKF 6^Bi^pfiiïqu&- 
jront exactement sur les autres &ces du Solide A'B'C'D' E*F' y 
.par l^ même raison i^ donc ces deux solides seront égaux. Mais 
ies f^içes homologues sotit égs^Iement inclinées les unes sur les 
autiresdan^ ces deux Solides; donc les deux 'SoUdes ABCIM^F^* 



'(*') Xer angles solides égaux , dont les angles plans ne peuvent point èunt 
êApérftûiéi \ts kian SÛT Im diUives j »*appeltent ungtcs solides Aymétriqucs. . 
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A^B.'CD'E'F^ , 4"i sont contenus clatks le m^^me nombre de 
faces égales et semblables , sont égaux et semblables- entvd 
eux. 

94* LtCS parallélépipèdes droits qid ont des bases égales et 
semblables , sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Que les parallélépipèdes droits -^J5, 'AC{fg, 61) , ayent la 
TàévûLt hase A E ; jédis que le patallélépipède AB est au paral- 
Vtlépifkûe AC} comme AD ^ hauteur du premier , est à Afff 
hauteur du second. * ^ 

Supposons d'abord que les hauteurs AD , AH sont p|c^mn\cn-t 
surables , et que la droite M, leur commune mesure , est con- 
tenue dooize Ibis dans AD , et sept fois dans A If. Par lèi p6înt.5 
de division , tionduisons des plans parffllëles à la basé AJSi ce» 
plant partageront le parallélépipède A B en douze parallélépî- 
pëdes égaul entre eux (95) , et le pàrallélépipëde AC coîVtietidV.t 
sept de ces parallélépipèdes. Le pttfilélépi^hde AB sërâ dbnc au 
parallélépipède AC^ comme 12 est à 7 , ou comme 12 X ^I 7 
>< 3/, c'eat--è-dire , comme AD est à AH. Le raispi^f^ejUeii t 
serait le même, si le rapport des hauteurs était représéçit^. p^ 
d'autres nombres. Donc les parallélépipèdes droit» 5|yi<. ont ies 
bases égalçs e^t semblables , sont entre eux compte leufs.l|[au* 
teurs> lorjsque IçAirs hauteurs sont conimensuraUfÇS« , / • 

Supposons à présent que lesbauteuriin^'soientp|piii^t.CQl|^n)Qt« 
SQrablesj Je 4i^qt!b le parallélépipède AD sera encmiB^a)iv|^«: 
ra|lélépipède,ytfjC , comme AC^ hauteut du premii^r iu^ih'A^'.f 
hauteur du, second. . . .:•);. n..-!. 

•Cartt celan'ést point, le quatrième sei^a tfop petit ôtt ti^Of^ 
grâfûd. Qu'il Mit trop petit , et que l'on «fit AB : AG M AD : 
' AF^ Pmrtiageéfis la droite AD en parties égales^ , mialsl ««f»z'pr«- 
tkés pour qu'y y ait nn pmnt de'divîsiôrt G entre! l€»ê«p«nfis F^ 
H^ etparles points G, conduisons un plan OK piRt*»M^I#ik H 
base ^JEJ. Les hauteurs AD , AQ âôs parallélépipè|d^*^'-^i?ï* 
JÊK éktmt oommensurablfs , on a^r^ AÈ V XK V« it^\ AC». 
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Ma» Ma, ptr fappontk», AB : AC V. AD l AF, ovan» 
donc, eo duDgemtlcfnioyiaafrde plaG«^ 

AB : ^D :: ak : >ic. 

Donc, 

AK:AO::AC:AF. 

llUiMAKeêXfXuBgrmoàipt AC^ tandis- ^e-^Çast plia peCil;^ 
qne AFp ionc ces qiutre q|Qaiititéa ne fbrment pas iinepropor-' 
fion; done le parallélépipède AB n'est pas «a p^rallélépip^ 
AC^ comine la. dimte AD est à une droite .plus jraade qpejm 
iroitt AÏt. 

On démontrerait^ d'une manière semblaUiç , ;.^pe AB n'cit* 
pasàj^C.comme AD est à aoe droite plii^,pfstîlie que ÂH* 
Donc ABlACllADl AB. Donc les par4lélépy^|(^qm ont 
des boew égales et semblaUfis « sont entre ew.jqDmme leniS; 
hauleiM ^..Iprsméme- V^JÊÊÊf iuintetti^s^ sont incommensiiK 
raUes. .Donc . etc« . '^ . . 

95* Si m papxiliéiépipède est coupé par un plan' selon les 
diagonales de deux plans opposés y ce paralléïêptpèdt sera 
coupé en ékmx parties égales par ce plan. 

Solt'd'iaibord le parallélépipède droit^^G (fig, 62) } que ce 
parai lélépijièA soit coupé par un plan conduit par les diago-* 
nales AC'^ É^G.) que la face '>^F soit appliquée exactement sar 
la face Z>OV le côté AE étaiit jïlacé sur le côté CC. Puisque' 
rincliilai8(èn de k face J8G sur la face BE est ^ale à Tincli- 
naison de la face DE sur la face DG , la faae BG ya^Iiquera 
eaactemeat sur la face DE ((vâ lui est «gale et semblable; le 
triangle; J^FG sera af^Uqué eaactement suple Iriaoigle GJ2£^' 
ainsi que le triangle ABCnnr le triangle-GX^^if , etla fiice JXr, 
sera commune; donc les' fa<es du prisme ABCEFG s'appli- 
quent exactement sur* les faces ulu prisme >^CZ>J?Gjfify dona' 
ces deux prismes sont égaux.- 

Soit |i présent le pacaUéJépipède oblique a^; par un point j&. 
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in c6ii a e , conduisons le plan EFGH perpendiculaire i$dr abiç 
prolongeons ca^fb^gc ^ hd ; faisons EA égal k ae ^ et par lé 
point A condnisons le plan jiBCD parallèle an plan EFGH;\t 
dis que le solide ABCD abcd sera égal et seàiblablé au solide ' 
EFGH efgh, ' 

En effet , la face AB CD est égale et sem&la)>le a la face 
EFGH , et la (aiCt abcd est aussi égale à ^fgh ; la face A à* 
est égale et semblable à la face F/; car puisque EA est égal iÉ^ 
4ie ,1a, droite aA est égale à eEy mais la droite AB est égale et 
parallèle k EF , et la droite a^ est égale et parallèle à ef) donc 
les deux faces Ab\ E/'penyeni s'appliquer exactement l'une sur ' 
l'autre f dotfc elles sont égales et semblables ; donc la* droite Bb 
est égale à /y. 

On démontrera de la même manière que les faces Bc^ Cd, 
D a sont égales et semblables aux faces Fg , Gh , He y donc 
ies deux solide» ABCDabcd^ EFGHefgh sont égaux et 
aemblables(95)^ ajoutons d'e part et d'autV« le solide àbcd 
EFGH) il est évident que le parallélépipède AG sera- égal au- 
parallélépipède ag. Mais le solide EF Gefg est égal au solide 
ABCabc }^ donc si nousv ajoutons de part et d'autre le solide 
abcEFG le prisme triangulaire abcej'g sera égal au prisme 
triangulaire ABCEFG ; le prisme triangulaire adcehg sera, 
égal au prisme triangulaire ADCEHG par la même raison. 
Mais le prisme ABCEFG est égal au prisme ADCEjSGr; 
donc les deux prismes ab c efg , adcehg sont ég^ux 3 doue, çtic. 

96. Deux parallélépipèdes sont égtfujç lorsqiûils oht la 
même base et la même hauteur . et lorsque les arêtes sont^pla-' 
des dans les mêmes droites. 

Qne les parallélépipèdes CM y CNifig. 65 } ayent la même 
base AB et la même bauteur , et que les arêtes AF j AG\, LM^ 
LNy CDj CE , BH, BK soient dans les mêmes droites Fi\% 
DK ; je dis que le parallélépipède CM est égal au parallélépi«» 
pede CN: 

Car puisque chacune des figures CBMD , CBKE est ua ^%- 
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ralielogramme, la droite CB sera égale 4 çliacun^ deft droittit 
DHf EK (54) ; donc la droite DH aéra égale k la droite EK. 
Retranchons la partie compiane EH , la droite restante DE sera. 
égale à la droite restante HK : donc le triangle DEC est é^al 
au triangle HKB ( B. 83 ) , et le parallélogramme DG égal aa 
parvllclogramme UN. Par la môme raison , Ip triangle AFG fit 
égal au triangle LMN, Mais la parallélqgranAOïe CF est égal au 
parallélogramme BX^ car ces parallélogrammes sont opposés; 
donc le prisme contenu sous les deux triangles JlFG , DEC, et 
les trois parallélogrammes ^D » DG^ GC , est égal au prisme 
contenu sons les deux triangles LMN ^ HBK y et les trois pa-* 
rallélogrammesiSilf 9 NH^ £A (<gi5) : donc si nous ajoutons à 
chacun de ces prismes le solide dont une des hases e»t le parai ' 
lélogramme AB et dont l'autre hase est le parallélogramme 
GEHMf^ le parallélépipède CM^sera égal au parallélépipède C^f, 
donc . etc. 

Si le point G tomhoitsur le point Af ou au-delà', on démon-^ 
treroit , d'une manière semhlablc, que les parallélépipèdes CM\, 
CN sont égaux entre eux. 

97: Les parallélépipèdes qm ont là ifttr.nfe base et la même 
Jiauteur , et dont les arêtes ne sont point placées dans les méme^ 
droites , sont égaux entre eux. 

Soient CM, CN {ftg, 6i ) deux parallélépipèdes qui ayent laf 
memchase AB et la même hauteur , et dont les arêtes AF^ AG, 
LM, LN, CD, CE, BH , BK ne soient point placées dans 
les mêmes droites ; je dis qm? le parallélépipède CMe$l égal an 
parallélépipède CN. 

Prolongeons les droites i\7v, Dlf, GE y FM\ et que ces 
«VoiteBse! riEfiicontrehJt aux points P ,R, Q \ Qi Menons AO , 
LP, CQ , BR. Le paralJélépipède CM, dontrU' husiô est le pa- 
rallélogramme ACBL oppohé au paraHé!ograiTitoe.*/^l>^/lf, 
s/»ra égal au parallélépipède C P dont la hase est le parallélo- 
gramme ABCL opposé au parallélogramme OQRP (9G) , parce 
^(le ces deux parallélogrammes ont la m^me hase et la mt^ipe 
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bauteur , et que leurs arêtes y^F, AO , LM, LP , CD , CQ, 
PH , BR sont dans les mêmes droites FP , DR. Mais le paral- 
lélépipède CP dont la base est le parallélogramme ACBL op- 
posé au parallélogramme OQRP , est égal au parallélipipëde 
CN dont la base est le parallélogramme ACBL opposé au pa- 
rallélogramme GEKN (96) , parce que ces deux parallélipipè* 
des ont la même base et la même hauteur , et que leurs arêtes 
jiG , AO, CE y CQ , LN, LP, BK , BR sont dans les 
mêmes droites GQ , NR ; donc le parallélipipëde CM est égal au 
parallélipipëde CN; donc , etc. 

gy. Les parallêlipipèdes qui ont des bases égales et des 
hauteurs égales , sont égaux entre eux. 

Que les parallélipipëdes BG , CP {Jig. 65) ayent leurs bases 
égales et leurs hauteurs égales , je dis que le parallélipipëde BG 
est égal au parallélipipëde CF, ^ 

Supposons d'abord que ces parallélipipëdes soient droits , et 
que l'angle BLA ne soit pas égal à Tangle CPD. Condui- 
fsons la droite jRT'dans la direction de la droite CR , et faisons 
iSur la droite RT ^ et au point R pris dans cette droite, 
Tangle 772 7^ égal à l'angle ALB ; faisons la droite RT égale 
à la droite LA et la droite JR Régale à la droite LB ; par les 
points V, Z' , menons les droites VY y TY parallëles aux 
droites /ÎT', /î^, et achevons le parallélipipëde YS, Puisque 
les deux droites TR , RV sont égales aux droites AL , LB , et 
qu'elles comprennent des angles égaux , le parallélogramme R Y, 
fiera égal et semblable au parallélogramme LH» De plus , puis- 
que RT est égal à LA et RS égal à LM y et que ces droites 
comprennent des angles, égaux , le parallélogramme RZ sera 
égal et semblable au parallélogramme LG, Le parallélogramme 
S F' sera égal et semblable au parallélogramme MB, par la 
même raison ^ donc le parallélipipëde BG sera égal au paral- 
lélipipëde P^Z (95). Prolongeons DR , YF" , et que ces droites 
Se rencontrent au point A' y par le point Z*, conduisons la 
Jroite TT parallèle à la droite DA' } prolongeons TT' , PD 
GÉOMÉTRIE. ^ 
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jusqu'à ce qu'elles se rcnconlrcnt en an pointa', et complétons 
le paralléHpi]>è(]e A' Z, Le parallëlipipede ZA' qui a pour 
jbase le paraUélogramme /IZ opposé au parallélogramme ^'Q', 
est égal au parallcHpipède Z^qui a pour base le parallélo- 
gramme RZ, opposé au parallélogramme VX ^ parce que ces 
parallélipipcJcs ont la mcmc base et la mcme bauteur^ mais 
le parai lé lip'pèdc ZP^ est «gai au parallélipipècie i?G ; donc le 
parallélipipèile BG est égal au parallélipipède ZA\ Mai« le 
parallélogramme /'T* est égal au parallélogramme A'T\ 
car ces^eux parallélogrammes ont la même base RT et sont 
compris entre 1rs mêmes parallèles RT, A' Y , et le parallélo- 
gramme J-^T est égal au parallélogramme CD , parce que le 
parallélogramme CD est égal au parallélogramme BA ; donc le 
parallélogran)me-*V7'e5t r^al au parallélogramme CZ). Donc la 
base CD est à la base i> 7' comme la base A^jT osl k la base DT; 
et puisque les parai léiipipcdcs droits CF , RI ont des hases CÇ, 
RF égales et semblables , on aura CR : RT :: CF : Rf(c)4} } 
mais CR : RT y. CD : DT[jo) ; donc CD : DT V. CF : RI. 
Par la mcnic raison A' T ', DT \\ A' Z \ RI. Mais la base 
CD est à Ja hase DT ^ comme la base y^' T'est à la base Z)'/' 
donc le p.'iraIIciîpi].(Jc CF est au parallélipipède RI comme 
le paraîlélij>îpède A'Z est au parallélipipède RI ; donc puisque 
le Si»cond trrine vst égal an (juatricnie, le premier sera égal au 
troisii lue j donc le paralléîipipède C/' est égal au paralléli- 
pipèile y^' Z. Maison a démontre que le parallélipipède A'Z 
est égal an parallélipipède DG ; donc le parallélipipède BG 
esl égal au parai lélipi]>cdt^ CF. 

Supposons à présent que Us parallélipipèdes BG , CF soient 
obliques {fo. GG ) j jo dis encore que le parallélipipède BG 
sera égal au parallélipipède CF. 

I?es points E ,K ,G , M, 0,S, F, Q , conduisons sur ha 
plans /?r/, CZ) les perpendiculaires £"/", KN, G 7', NX, 
OA , SI, FZ , ^^>F, qui rencontrent ces plans aux points F, 
J\ <, T y X y A , I , Z , y ^ et menons les di'oites ^Ny NT , 
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TX, XV, AI, IZ.ZY, YA\ Le parallelipipède VG sera 
<gal au parallelipipëde A^F, parce que ces parallëlîpipëdes sont 
droits et qu'ils ont des bases égales. Mais le parallelipipëde VG 
«ît égal au paralléliçipëde i?G (97), et le parallelipipëde^'/»* 
est égal au parallelipipëde CF , puisqu'ils ont la même base et la 
même hauteur j donc le parallelipipëde BG est égal au paral-^ 
lélipipède CF. 

Donc les parallélipipëdes , qui ont des bases égales et la 
même hauteur , sont égaux entre eux. 

q8. Les parallèlipîpèdes éC égale hauteur , sont entre eux 
comme leurs bases , 

Soient AB , CD [fg- 67 ) deux parallélipipëdes d'égale hau- 
teur ; je dis que ces parallélipipëdes sont entre eux comme 
leurs bases , c'est-à-dire que le parallelipipëde AB est au pa- 
rallelipipëde CD , comme la base AE est à la base CF, 

Prolongeons la droite LF vers M y et sur FG , et dans l'an- 
gle G JPM construisons un parallélogramme FH , qui soit égal 
an parallélogramme GM ( Lemme suivant ) , et sur la base GM 
construisons le parallelipipëde GK , dont la hauteur soit 
égale à celle du parallelipipëde CD, Le parallelipipëde GK 
4Bera égal au parallelipipëde AB ( 97 ) , car ces parallélipipëdes 
ont des bases égales AE , FH ^ et des hauteurs /égales. Mais 
les parallélipipëdes CD , GK ont des bases CO, GD égales et 
^semblables ; donc le parallelipipëde GK est au parallelipi- 
pëde CD comme GH est h CG ^ et comme GM est à CF (94) ; 
mais la base GM est égale à la base AE , et le parallelipipëde 
GK égal au parallélipipëdes^^; donc le parallelipipëde^^ 
est au parallelipipëde CD comme la base AE est à la base CF'y 
donc 9 etc. 

LEMME. 

Ponr Construire sur la droite G F et dans l'angle GFMun 
parallélogramnà'^qui soit égal au parallélogramme AE , cher- 
chons une quatriëme proportionnelle aux bases GF , AN des 
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parallélogrammes G3/, AE , et à la haateor da parallélo- 
gramme AE y el sur GF et dans l'angle GFJ/Gonstruisonsim 
parallélogramme GJ/qui ait pour hauteur cette quatrième pro- 
portionuelle. Les deux parallélogrammes GM^ AE seront ^aax 
entre eux , puisqu'ils sont égaux à des rectangles égaux (70]. 

09 . Les bases des parallélipipèdes égaux sont réciproque^ 
ment proportionnelles à leurs hauteurs , et les parallélipipèdes 
dont les bases sont réciproquement proportionnelles aux hait' 
teurs sont égaux entre eux. 

Que les parallélipipèdes AB , CD { f,g. 68 ) soient égaux ; je 
dis qiip leurs bases sont réciproquement proportionnelles à leurs 
hauteurs , c'est-à-dire que la base EH est à la base jVQ comme 
la hnutcur du parailclipipède CD est à la hauteur duparalléli- 
pipèîlc AB. 

Supposons d'abonl que ces parallélipipèdes soient droits. Si la 
base EH est égale à la base AQj et le parallélipipède AB égal au 
parallélipipède CD ^ la hauteur C.Vsera égale à la hauteur ^G; 
car si les bases EH , NQ étant égales , les hauteurs AG , Cilf 
n'étoient pas égales , le parallélipipède AB ne seroit point égal 
au parallélipipède CD; mais ces deux parallélipipèdes sont sup- 
posés égaux j donr les hauteurs CM ^ AG ne sont pas inégales; 
donc elles sont égales; donc la base EH est à la base AQ comme 
CM est à AG. 

Supposons à présent que la base Efl ne soit pas égale à h 
base J\'Ç>, et que la base EH soit la plus grande ; puisque le pa- 
rallélipipède AB est égal au parallélipède CD , la hauteur CM 
sera plus grande que la hauteur AG; car si cela n'étoit point, 
les parallélipipèdes AB , CD ne seroient pas égaux. Faisons CT 
égal à. >/G et sur la hase A'^ construisons le parallélipipède PT. 
Puisque le parallélipipède AB est égal au parallélipipède CDj 
on aura .//; : CX H CD : CX ; mais AB l CX H EH l NQ 
(98) , car les parallélipipèdes AB , CYsont égaux en hauteur, 

et CD : CX :: cm : cr (9^); donc eh : aq :: cM: 

Cl'; mais CT cM égr/. à AG ; donc EH : IVQ :: MC : AG; 
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donc les bases des parallëlipipëdes AB , CD sont réciproque- 
ment proportionnelles à leurs hauteurs. 

Supposons ensuite que les bases des parallclipipèdes AB ^ CD 
soient réciproquement proportionnelles à leurs hauteurs, c'est-à- 
dire que la base EH soit à la base NQ comme la hauteur du 
parailélipipëde CD est à la haOTeur du parallélipipëde AB ) je 
dis que les parallélipipëdes AB , CD sont égaux entre eux. 

Si £:^ égale NQ, et si EH \ NQ :: CD : AB , la hauteur 
du parallélipipëde CD sera égale à la hauteur du parallélipi- 
pëde AB. Mais les parallélipipëdes qui ont des bases égales et 
dêi hauteurs égales sont égaux entre eux (97) j donc le paral- 
lélipipëde AB sera égal au parallélipidëde CD, 

Mais supposons que la base EH ne soit point égale à la base 
JS^Q y et que EH soit la plus grande base 5 la hauteur du paral- 
lélipipëde CD sera, plus grande que la hï^uteur du parallélipipëde 
AB , c'est-à-dire que CM sera plus grand que AC ; faisons CT 
égal à AG , achevons le parallélipipëde PT. Puisque EH l 
AÇ :: CM : AG et que AG = CT, on SLUvaiEH : NQ :: 
CM: CT. Msiis EH :NQ :: AB : ex (98), car les paralléli- 
pipëdes AB , ex ont des hauteurs égales , et CM l CT \\ 
CD : ex (94) 5 donc AB : CX :: CD : CX; donc le parallé- 
lipipëde AB est égal au parallélipipëde CD. 

A présent , que les parallélipipëdes soient obliques ; sur 
leurs bases construisons des parallélipipëdes droits qui aient 
les mêmes hauteurs qu'eux. Puisque ces parallélipipëdes droits 
seront égaux aux parallélipipëdes obliques , on conclura que les 
parallélipipëdes obliques et égaux ont leurs bases réciproque- 
ment proportionnelles à leurs hauteurs , et que les paralléli- 
pipëdes obliques qui ont leurs bases réciproquement propor- 
tionnelles à leurs hauteurs , sont égaux. Donc ; etc. 

COROLLAIRE. 

Si les parallélipipëdes obliques étoient équiangles , leurs hau- 
teurs seront proportionnelles aux arêtes latérales; et Ton con- 
clueroit que le/S parallélipipëdes obliques eXé^scox ow\.\wi\i\i^^>fcv 
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rcciproquemcDt proportionnelles aux arêtes latérales, et que les 
parallélipipèdes obliques et équiangles , qui ont leurs bases 
réciproquement proportionnelles à ces mêmes arêtes , sont 
égaux. 

100. Si trois droites sont proportionnelles , le paralléU' 
pipède rectangle construit avec ces trois droites , est égal ou 
cube construit avec la droite mojrewie. 

Soient le j trois droites A ^ B ^ C de manière que A soit à 
B comme /? est à C j je dis que le parai lélipipëde rectangle, 
dont la hase est le rectangle sous A , B et la hauteur B , est 
égal au cube de la droite B. 

En effet , puisque Al B II B l C , le rectangle sous A , C 
est égal au quarré de B (7 'a). Donc ^e parallélipipëde rectangle 
dont la base est le rectangle sous A , C et la hauteur B est égal 
au cube de /?, puisqiie ce sont deux parallélipipèdes qui ont des 
bases égales et des hauteurs égales (97). Donc , etc. 

101. Si quatre droites forment une progression géomé^ 
trique , le cube de la première est au cube de la seconde , 
comme la première est à la quatrième. 

Soient les quatre droites A ^ B , C , D de manière que yî l 

B :: /; : c :: c : z> ; je dis que .-p : b"^ i: a i d (*). 

En effet , puisque A l B H B l 6' , on aura B^ z=: A X 
/?XC(ioo), mais A l B II Cl D ; donc BxC=Ax^ D (jo); 
iloBcAxBx C=AxAxn (97). Mais A^ l B^ H A^ l B^ ; 
donc A^ : B^ Il AXAXA l Ax A X D ; donc A^ l B^ Il 
A l D (9'jr). Donc , etc. 

102. Les parallélipipèdes semblables so/it entre eux comme 
les cubes de leurs cotés homologues. 

Soient les deux parallélipipèdes semblables u^ Z> , ad; que 



(*) Au lieu d'écrire t le cube tIcA , on écrit : A"^- 

A.U lieu d'ccrMc : le para/lclipipèdc rccCaiigle construit awec les dioitcs 
'A , B yC^ oa c-crit \ AxBxC* 
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AB : ab :: BClbc :: CD : cd {fg. Cg); je dis que ^Z) est 
à ad comme le cube de AB est au cube de ab. 

Supposons d'abord que ces parallélipipëdes soient rectangles; 
prolongeons AB vers G ; faisons BE égal à ab , que AB l\BE 
:: BE: EF:: EF : FG et sur les droites BE , EF , FG cons- 
truisons les parallélipipëdes BM , EN , FO 5 je dis d'abord que 
le paralle'lipipède FO est égal au parallélipipède ad, 

, Que BD : bd :: ab : P ', le parallélipipède BD X P sera 
cgal au parallélipipède bd X «^ (99)» 

'^n effet, puisque /?£> : ^r/ :: BC : ^c :: AB : ab^ et que 
^D : irf :: ab : p , on aura y^// : au H ab l P, ou bien 
ÂB:BE::BE:P; mais ÂB : BE :: BE: ÊFÇ^jg), et 

BE : 'ef :: ^jE : fg (79) ; donc 'ab : /?!£: :: ^^ : fg ; 



mais ^5 : BE y. BE : P ; donc i?J5: r FG y. BE l P. 
Donc FG = P 'y donc les parallélipipëdes GO X FG y BD 
X Z' sont é^aux -, mais BDX, Pz=ibd'X,cib) donc FOz=:ad. 

Cela posé , puisque AD : FO :: AC t FL , que AC l FL 

3 

:: AB : fg , on aura AD l FO \\ AB : FG, Mais AB : 

i?^ :: -^^ : fg (101); donc AD\ FO :: ab : iB/r:. Mais FO 

3 3 

=:ad€tBE=:zab;doncAD:ad:: AB l'ab. 

Supposons , en second lieu , deux parallélipipëdes sembla- 
Lies quelconques AD , ad. Sur AB , ab , construisons deux rec- 
p tangles qui ayent les mêmes hauteurs que les parallélogrammes 
AC , ac , et sur ces rectangles construisons deux parallélipi- 
pëdes rectangles qui ayent les mêmes hauteurs que les paralléli- 
pipëdes AD , ad. Ces parallélipipëdes rectangles seront égaux 
aux parallélipipëdes AD , ad (97), et semblables entre eux; 
donc ces parallélipipëdes seront entre eux comme les cubes des 
côtés AB , ab ; donc les parallélipipëdes AD , ad soxx\. ^\iVc^ ^\«. 
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comme les cubes cics côtés AD , ad ^ et par conséquent comm« 
les cubes de leurs autres côtés homologues ; donc , etc. 

lo5. Si l'on a les trois proportions suivantes i AB l EF 

:: KL : OP , bc : fg :: lm : pq , et CD : GH :: MN : 

QA ( fig. 70 ) /e parallélipipède rectangle , sous les trois pre- 
miers antécédens , sera au parallélipipède rectangle sous les 
trois premiers conséquens , comme le parallélipipède rectangle ,, 
sous les trois seconds conséquens , est au parallélipipède 
rectangle sous les trois derniers conséquens. 

Cherchons une quatrième proportionnelle cS aux grandeait 
AC , EG , GH , et sur ac égal à AC ^ construisons un paid- 
lélipipède rectangle dont là hauteur soit c S } on aura aS 
= EH {99); cherchons ensuite une quatrième proportion- 
nelle wT* aux grandeurs KM ^ 0{) , Q^i et sur km égal 
à KM ^ construisons un parallélipipède rectangle A 7^ dont la 
hauteur soit mT ^ on aura A 7^= OK. ■ 

Puisque AC \ EG V. KM: OQ ( 78 ) , que AC ! EG II ' 
GH : cS , et que KM : OQ :: QR : 772 T, on aura GH : 
cS :: QR : mT. Mais CD : GH y. MN\ QR ; donc CD : 
cS :: MN : mT {^^). Mais CD \ cS \\ AD \ aS [ç^%) , et 
MN : mT :: KN:kT -, donc ^z> : aS :: A7\ : at'. Mais 
fiS = EH , et kT= OR 3 donc AD : ^'/ï :: /iCiY : OR', 
donc , etc. 

Il suit évidemment de-Jà que si quatre droites sont propor- 
tionnelles , les cubes de ces droites sont encore proportionnels j 
il suit encore dc-lk que si les cubes de quatre droites sont pro- 
portionnels , ces mêmes droites sont encore proportionnelles. 

En cfïet, que û^ l d^ Il c^ l d^ ; si les quatre droites a, ^, | 
c , ^ ne forment pas une proportion , on aura a l ù H c\ e\ 
donc a^ \ h^ \\ c^ \ é^ ; donc c^ : d'^ \\ c^ \ é^ y donc d^ =e^; 
donc c?= e \ mais a\b\\c\e\ donc a \ h \\ c \ d. 

Io4' Si quatre droites sont proportionnelles , les paralléli- 
pipédes semblables et semblablement construits sur ces droites 
sont proportionnels , et si des parallélipipèdes semblables et 
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semhlablement construits sur quatre droites sont proportionnels , 
ces droites sont proportionnelles ent relies. 

Soient quatre droites proportionnelles ^i?, CD, EF, G H 
(fis* 7 ^ ) ? *^® manière que AB soit à CD comme EF est à GH; 
construisons sur les quatre droites AB , CD , FF ^ GH les pa- 
rallélipipëdes semblables et semblablement placés AK , CL , 
EM, GN} je dis que AK est à CL comme EM est à GN. 

Puisque le parallëlipipëde KA est semblable au parallélipi- 
pëde CL, les parallélipipëdes AK , CL seront entre eux comme 
les cubes des cotés AB , CD (102). Par la même raison les pa- 
rallélipipëdes EM, Gi\^ seront entre eux comme les cubes des 
côtés FF, GH. Mais , par hypothëse, AB : CD II FF : GH; 

ji 3 __3 3 

donc AB : CD llEF: GH{io'5y, donc A K ! CL II FM: GN. 
. ..^i AK : CL :: EM : GN; je dis que AB l CD :: FF : GH. 

En effet, puisque AK : CL :: AB : CD {ion) 5 que EMl 

3 3 

GN :: FF : GH , et que AK : LC:: EM: GN, on aura 

t ___3 ', 3 S 

AtB : CD : : FF : GH, et par conséquent AB : CD : : EF 
: G//(io3). 

lo5. Un prisme triangulaire est égal à un parallèlipipède 
■' rectangle quelconque , de même hauteur, ayant une base égale 
à celle d^un prisme. 

Soit le prisme triangulaire ^5 C/? {fig- 72); par les points 
A y C menons les droites AE, CE parallèles aux droites BC , 
AB ^et achevons le parallèlipipède AD, Le prisme ABCD sera 
égal à la moitié de ce parallèlipipède (96). Par !e milieu de AB 
menons la droite FG parallèle à BC , et achevons le parallèlipi- 
pède FD ; ce parallèlipipède sera égal à la moitié du parallèli- 
pipède AD (98) ; mais le prisme ABC est aussi égal à la moitié 
du parallèlipipède AD j donc le prisme ABCD est égal au pa- 
rallélipipde FD. Mais le parallèlipipède FD est égal à un pa- 
rallèlipipède rectangle quelconque de ixiètae WxiA.'iwt ^ v^^\jiX 
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une base égale au pv^ralîclogramme BG (97) ; donc le prisme 
ABCD est égal à un parallélipipède rectangle quelconque de 
nionic hauteur , ayant une base égale au parallélograminc BG'y 
mais le parallélogramme BG est égal au triangle ABC ; donc 
le prisme ABCD est égal à un parallélipipède rectangle quel- 
coiHjHe de morne bautcur , a^ant une base égale à celle du 
prisme ; donc , etc. 

1 ()G. ^ w prisme, quel que soit le nombre des cotés de sa base, 
est éf^al à un parallélipipède rectangle de même hauteur, ayant 
une base égale à celle du prisme.. 

Soit le prisme ABC DE {fig. yS) , menons les diagonales AC^ 
AD 'y sur une droite quelconque MN , construisons le rec- 
tangle MO égal au triangle ABC ^ sur NO , le rectangle 
NQ égal au triangle ACD ; sur la droite PQ , le rectangle 
PS égal au triangle ADE (98 lem.) , et sur \e rectangle MO 
construisons un parallélipipède MT qui ait la même hauteur 
quo le prisme , et acîievons les parallélipipèdes NV ^ PX ; 
on aura ABCH — M1\ ACDK — NV, AD EL = PX) 
do:.c ABC DEL = MX ; mais ABCDE = MS , et la 
l;.'in'.cur du prisme est égale à celle du parallélipipède rectangle 
jl/.Y; donc un prisme quelconque est égal à un parallélipipède 
rt'.tanglc de même liauteur , ayant ii;;o base égale à celle du 
] ' î ; '; 1 ; i e . 

COU O LLAI K L. 

Il suit de-là 1° que les prismes de base égale et de hauteur 
c^>.>îe sont égaux ; 

'?.'^ Que les prismes clebare «gale sont entre eux comme^Ieurs 
hautoiirs et ceux de hauteur égale comme lenrs bases ] 

5'^ Que \{is prismes égaux ont leurs bases réciproquement pro- 
portionnelles à leur hauteur, et que les prismes qui ont leurs 
bases proportionnelles à leurs hauteurs , sont égaux. 

107. Les prismes triangulaires et semblables sont entre eux 
comme les cubes de leurs côtés liomologues. 
Soient les primes lrian^v\Uues el seuiblablcs ABCD ^ EFGH 
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{fiS' 7^ )> P^'" '^s points A , Cmenons les droites AK , CK 
parallèles aux droites BC , AB , et par les points E ^ G les 
droites EL y GL parallèles aux droites EG , EE , et achevons 
les parallélipipëdes AD , EH; ces deux parai lëlipipëdes seront 
semblables -, donc ils sont entre eux comme les cubes de leurs 
côtés homologues Mais les moitiés sont proportionnelles aux 
touts ; donc les moitiés de ces parallélipipëdes sont entre eux 
comme les cubes de leurs côtés homologues ; mais les prismes 
ABCD y EFGH sont les moitiés des paralélipipëdes AD , 
EH , et les côtés des prismes sont les mêmes que ceux des pa- 
rallélipipëdes , ou leur sont proportionnels; donc les prismes 
triangulaires et semblables sont entre eux comme les cubes de 
leurs côtés homologues. 

COROLLAIRES. 

H suit de-là évidemment que les prismes semblables , quelque 
soit le nombre des côtés de leurs bases^ sont entre eux comme les 
cubes de leurs côtés homologues^ car ces prismes pouvant se di- 
viser en un même nombre de prismestriangulaires et semblables, 
chacun à chacun, on aura évidemment cette proposition : la somme 
Ses prismes triangulaires contenus dans le premier prisme , est 
à la somme des prismes triangulaires contenus dans le second 
prisme , comme un prisme triangulaire contenu dans le pre- 
mier prisme est au prisme homologue contenu dans la second. 
Mais ces prismes triangulaires sont entr'cux comme les cubes de 
leurs côtes hmologueS; donc les prismes semblables , quelque 
soit le nombre des côtés de leurs bases, sont enlr'eux comme 
les cubes de leurs côtés homologues. 

108. Si deux prismes sont é^aux en hauteur ^ si Vun deux a 
pour base un parallélogramme , et Vautre un trianrçle , et si le 
varallêlo^ramme est double du triangle , ces pi isnies sei ont 

Soient ABCDEF , GIÎKLMN {fg. 75 ) deux prismes de 
même hauteur^ que l'un d'eux ait pour base \c \^ai\;)^v\4\ç>^'c^vù.^sL^ 
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AF et Tautre le triangle GHK , et que le parallélogramme AF 
soit double du triangle GHK ; je dis que le prisme ABCDEF 
est égal au prisme GHKLMN. 

Achevons les parall élipipëd es jEI), GP. Puisque le parallélo- 
gramme AFesi double du trianfjrle GJHT/iC , et le parallélogramme 
HK double aussi du triangle QHK , le parallélogramme AF 
sera égal au parallélogramme HK, Mais les parallélipipbdes qui 
ont des bases égales et la même hauteur , sont égaux entre eux 
(97) y donc les parallélipipëdes ED , GP sont égaux; mais 
le prisme AB CDEFesi la moitié du parallélipipëde EDj et le 
prisme GHKLMN la moitié du parallélipipëde GP ; donc le 
prisme ABCDEF est égal au prisme GHKLMN; donc , etc. 

Donc si deux prismes ont la même hauteur , si Tun d'eux a 
pour base un parallélogramme et l'autre un triangle , et si le 
parallélogramme est double du triangle, ces deux prismes sont 
égaux. 

I og. Toute pyramide triangulaire peut se partager en deux 
pj'ranndes triangulaires égales et semblables entre elles et 
semblables à la pyramide entière , et en deux prismes égaux , 
dont la somme est plus grande que la moitié de la pjrramide 
entière. 

Soit une pyramide ayant pour base le triangle ABC{fig. 76 ) 
et pour sommet le point D : je dis que la pyramide ABCD 
peut se partager en deux pyramides triangulaires égales et sem- 
blables entre elles et semblables à la pyramide entière , et en 
deux prismes égaux , dont la somme est plus grande que la 
moitié de la pyramide entière. 

Partageons les cùlés AB , BC , CA , AD , DB , DC en deux 
parties égales aux points E ^ F ^ G , H , K , L , ei menons les 
droites £■//, EG, GH , HK , KL, LH , KF , FG. 
Puisque AE est égal à EB, et AH égal à HD, la droite ÉHserSL 
parallèle à la droite DB ( 69 ). La droite HK est parallèle à la 
droite AB , par la même raison ; donc la figure HEBK est un 

parallélogramme j donc HK est égal à EB {J>A)^ Mais EB est 
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égal à AE ; donc AE est égal à HK. Mais AH est égal à HD j 
donc les deux droites >^iE, ^fi' sont égales aux droites HK , HD, 
chacune à chacune. Mais l'angle E AH est égal à Tângle KHD ; 
donc le triangle AEH est égal et semblable au triangle HKD. 
Par la même raison , le triangle AHG est égal et semblable au 
triangle /TLZ). Puisque les deux droites Elf , HG qui se tou- 
chent sont parallèles aux deux droites KD y DL qui se touchent 
et qui ne sont pas dans le même plan^ ces droites comprendront 
des angles égaux ( B. 200 ); donc l'angle EHG est égal à l'angle 
KDL, Déplus, puisque les deux droites EH ^ JIG sont égales 
aux droites KD , DL , chacune à chacune , et que l'angle EHG 
est égal à l'angle KDL , le triangle EHG sera égal et semblable 
au triangle KDL, Par la même raison , le triangle AEG sera 
égal et semblable au triangle HKL; donc la pyramide dont la 
base est le triangle AEG , et dont le sommet est le point H est 
égale et semblable à la pyramide dont la base est le triangle 
HKLj et dont le sommet est le point D (95 ). 

La droite HK étant parallèle à un des côtés du triangle ADB ^ 
savoir , au côté AB , le triangle ADB sera équiangle avec le 
triangle DHK } donc ces deux triangles auront leurs côtés 
^ proportionnels ( 63) , et seront par conséquent semblables. Par 
la même raison, le triangle DBC est semblable au triangle 
DKL , et le triangle DAC semblable aussi au triangle DHL, 
Mais les deux droites BA , AC qui se touchent sont parallèles 
aux droites KH^ HL j donc ces droites comprennent des angles 
égaux (B. 200) jdenc l'angle BAC ^îstégal à l'angle KHL. Mais 
AB : AC :: HK : HL ^ donc le triangle ABC est semblable 
au triangle HKL ( 59 ) , et par conséquent la pyramide dont 
la base est le triangle ABC , et dont le sommet est le point D , 
est semblable à la pyramide dont la base est le triangle HKL et 
dont le sommet est le point D (B. 209) . Mais nous avons démontré 
que la pyramide dont la base est le triangle HKL et dont le 
sommet est le point Z), est égaleetsemblable à la pyramide dont la 
base est le triangle AEG et dont le sommet est le point H\ 
dlonc la pyramide dont la base est le triangle ABC et dont le 
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sommet est le point D , est semblable à la pyramide dont It 
base es! le triangle AEG et dont le sommet est le point J^) 
donc l'une et l'autre des pyramides AEGJff, HKLD , sont sem- 
blables à la pyramide entière ABCD, 

Puisque BF est égal à FC . le parallélogramme EBFG sera 
double du triangle GFC. Mais deux prismes de même bauteur, 
dont Tun a pour base un parallélogramme, et dont l'autre a pour 
base un triangle, sont égaux entre eux lorsque le parallélo- 
gramme est double du triangle (io8) ; donc le prisme compris 
sous les deux triangles BKF ^ EJIG , et sous les trois parallé- 
logrammes EBFG , EBKII y KHGF, est égal au prisme qui 
est compris sous les deux triangles GFC , JIKL et les trois pa- 
rallélogrammes KFCL, LCGII^ HKFG, Or , cbacun de ces 
prismes , c'est-à-dire celui dont la base est le parallélogramme 
EBFG opposé à la àtoïie HK y et celui dont la base est le 
triangle GFC opposé au triangle HKE, est plus grand que cha- 
cune des pyramides dont les bases sont AEG , HKL ^ et les 
sommets les points //, D ; en effet, si nous menons les droites 
EF, EK , le prisme dont la base est le parallélogramme EBFG 
opposé à bi droite HK , est plus grand que la pyramide qui a 
pour base le triangle EBF et pour sommet le point K* Mais la 
pyramide qui a pour base le triangle EBF et pour sommet le 
point K , est égale à la pyramide qui a pour base le triangle AEG 
et pour sommet le point // , car elles sont comprises sous 
des plans égaux et semblables (93); donc le prisme qui a pour 
base le parallélogramme EBFG opposé à la droite Aj^, est plus 
grand que la pyramide qui a pour base le triangle AEG et pour 
sommet le point //. Mais le prisme qui a pour base le parallélo- 
gramme EBFG , opposé à la droite HK , est égal ou prisme ({wi 
a pour base le triangle GFC opposé au triangle HKLy et la py- 
ramide qui a pour base le triangle AEG et pour sommet le point 
H^ est égale à la pyramide qui a pour base le triangle HKL et 
pour sommet le point D ) donc la somme des deux prismes dont 
nous venons de parler , est plus grande que la somme des deux 
pyramides qui ont pour bases les triangles AEG ^ HKL et pour 
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sommets les points H ^ JJ } donc la pyramide eiltiëre qui a pour 
base le triangle j4BC et pour sommet le point Z), a été partagée 
en deux pyramides triangulaires égales et semblables entre elles 
et semblables à la pyramide entière , et en deux prismes égaux 
dont la somme est plus grande que la moitié de la pyramide 
entière. 

IIO. Si deux pjramides triangulaires de même hauteur^ 
ayant pour bases les triangles ABC, DEF (fig. if y et pour 
sommets les points G , H , sont partagées chacune en deux 
pj-ramides égales entre elles et semblables aux pyramides 
entières et en deux prismes égaux , si ces nouvelles pyra-* 
mides sont partagées de la même manière et ainsi de suite ; 
la base ABC sera à la base DEF comme la somme des 
prismes contenus dans la pyramide ABCG est à la somme des 
prismes contenus en même nombre dans la pyramide DEFH. 

Puisque BO est égal à OCet AL égal à LC, le triangle ABC 
sera semblable au triangle LOC ( 69 ) Le triangle DEF sera 
semblable au triangle RXF, par la même raison. Mais la droite 
BC est double de la droite CO , et la droite EF est double 
aussi de la droite FX ; donc BC l CO M EF : FX, Mais les 
figures rectilignes semblables et scniblablement placées ABC y 
LOC, ont été décrites sur les droites BC ^ CO , et les figures 
rectilignes semblables et semblablement placées DEF , RXF 
ont été décrites sur les droites EF ^ FX', donc le triangle ABC 
est au triangle LOC , comme le triangle DEF est au triangle 
/?JÏ'F(79)j et, changeant les moyens de pîace , le triangle 
ABC sera au triangle DEF comme le triangle LOC est au 
triangle RXF, Mais on démontrera , daiîs le Icmmc suivant , 
que le triangle LOC est au triangle RXF covawiQ le prisme qui 
a pour base la triangle LOC opposé k PMN ^ est au prisme 
qui a pour base le triangle RXF opposé à STP' , donc le 
triangle ABC est au triangle DEF comme le prisme qui a 
pour base le triangle LOC opposé â PMX ^ est au prisme qui 
a pour base le triangle RXF opposé à STV. Mais les deux 
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prismes qni sont dans la pyramide ABCG sont éganx entre enr, 
et les deux prismes qui sont dans la ^yrsuniàc DEFH sont aussi 
égaux entre eux ^ donc le prisme qui a pour base le parallélo- 
gramme KLOB opposé à la droite MP , est au prisme qui a 
pour base le triangle LOC opposé à PMN ^ comme le prisme 
qui a pour base le parallélogramme EQRX opposé à la droite 
57', est au prisme qui a pour base le triangle RXF opposé à 
STV ; donc , en ajoutant les conséquens aux antécédens , la 
5omme des prismes KBOL3IP y LOCMXP est au prisme 
LOC MNP y comme la somme des prismes QEXRST, 
RXFSl'f^ est au prisme RXFSTV^ et enfin , changeant les 
moyens de place , la somme des prismes Y%JBOLMPy LOCMNP 
est à la somme des prismes QEXRST, RXFSTf^ comme le 
prisme LOCMJXP est au prisme RXFSTf^. Mais on a démon- 
tré que le prisme LOCMNP est au prisme RXFS T^p^ comme 
la base LOC est à la base RXF , et comme la base ABC est à 
la base DEF ; donc le triangle ABC est au triangle DEF 
comme la somme des deux prismes qui sont dans la pyramide 
ABCG , est à la somme des deux prismes qui sont dans la 
pyramide DEF H. Si nous partageons de la même manière les 
nouvelles pyramides , savoir les pyramides PMNG , STVH y 
la base PJ/A'sera à la base STV ^ comme la somme des deux 
prismes de la pyramide PMj\ G est à la somme des deux prismes 
de la pyramide STVH, Mais la base PMN esX, à la base STV 
comme la base ABC esta la base DEF ; donc la base ABC est 
à la base DEF comme la somme des deux prismes de la py- 
mide ABCG est à la somme des deux prismes de la pyramide 
DEFH , comme la somme des deux prismes de la pyramide 
PMNG est à la somme des deux prismes de la pyramide 57^/^"^, 
et comme la somme des quatre premiers prismes est à la somme 
des quatre derniers prismes. On démontrera la même chose pour 
tous les autres prismes qu'on obtiendra par la division des pyra- 
mides AKLP et DQRS , et en général de toutes les pyramides 
égales en nombre. Donc , etc. 
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LEMME. 
•Nons démontrerons , de la manière suivante, que le triangle 
LéOC est au triangle RXF ^ comme le prisme qui a pour base le 
triangle LOC opposé à PMNy est a^ prisme qui a pour base le 
triangle iîXF opposé à STV. 

. Imaginons deux perpendiculaires menées des sommets des 
pyramides sur les plans des triangles j4BC , DE F; ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles, parce qu'on a supposé que 
les pyramides ont des hauteurs égales. Puisque la droite GC et 
la perpendiculaire menées du point G sont coupées par les plans 
parallèles -<4fi?C, PMN , ces deux droites seront coupées pro- 
portionnellement (B, 199). Or, la droite GC est coupée en deux 
parties égales au point A^par le pian PMN 'y donc la perpendicu- 
laire menée du point G sur le plan ABC est coupée en deux 
parties égales par le plan PMN, Par la même raison , la perpen- 
diculaire menée du point jff sur le plan DEF ^ est coupée en 
deux parties égales par le plan STT^\ mais les perpendiculaires 
menées des points G, H, sur les plans -^^C, DEF , sont 
égales entre elles ; donc le^ perpendiculaires menées des plans 
PMN, STr sur les plans ABC, DEF , sont égales entre 
ellea) donc les prismes qui ont pour bases les triangles LOC, 
RXJF, opposés à PMN f STV j sont égaux en bauteur ; donc 
LOC est à RXF y comme le prisme qui a pour base LOC est au 
prisme qui a pour base RXF ( 106 cor. ). 

III. Les pyramides triangulaires qui ont la même hauteur , 
sont entre elles comme leurs bases» 

Que les pyramides dont les bases sont les triangles ABC , 
DEF {^fig.fj) y et dont les sommets sont les points G, H y 
ayent la même hauteur j je dis que la base ABC est à la base 
DEF comme la pyramide ABCG est à la pyramide DEFH. 

Car si cela n'est point , la base ABC sera à la base DEF 
comme la pyramide ABCG est à un solide plus petit que la 
pyramide DEF ou à un solide plu^ grand. Supposons d'abord 
que la base ABC soit à la base DEF comme la pyramide 

GÉOMÉTRIE. 6 
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ABCG est à on solide plus petit ; que ce solide soit f. 
Partageons la pyramide DEPH en den pyramides égales eih 
tre elles et semblables à la pyramide entière, et en deux prismtf 
égaux } les deux prismes segont pins grands que la moitié de k 
pyramide entière (109}; qne les nouvelles pyramides obtenacf 
par cette division soient partagées de la même manière y josqs'i, 
ce qn*on ait obtenu de la pyramide l'^F'i? certaines pyramides, 
dont la somme soit pins petite que Texcès de la pyramide 
DEFH^ snr le solide Y (85) ; que ces pyramides soient DQBS^ 
STFH ; Is somme des prismes resunts de la pyramide DEPB 
sera plus grande que le solide IT. Partageons semblablement k 
pyramide ABCG en autant db parties qne la pyramide DEFH. 
La base ABC sera k la base DE F comme la somme des prismes 
de la pyramide ABCG est k la somme des prismes de k 
pyramide DEFH (110). Mais , par supposition , Ja base 
ABC est à la base DEF comme la pyramide ABCG est ao 
solide Y; donc la pyramide ABCG est an solide Y, comme la 
somme des prismes de la pyramide ABCG est à la somme des 
prismes de la pyramide DEFH; donc, en changeant les moyens 
de place, la pyramide ABCG sera à la somme des prismes 
qu'elle rcnfcriue , coininc le solide Y est à la somme des pris- 
mes de la pyramide DEFH, Mais la p^amide ABCG est plus 
grande que la somme des prismes qu'elle renferme; donc le so- 
lide Kest plus grand que la somme des prismes que renferme 
la pyramide DEFH y mais , au contraire , il est plus petit , ce 
qui ne peut elre ; donc la base ABC n'est point à la base DEF 
comme la pyramide ABCG est à un solide quelconque plus pe- 
tit que la pyramide DEFff. 

Nous démontrerons semblablement que la base Z>jEJF n'est 
point à la base ABC comme la pyramide DEFH est à un so- 
lide quelconque plus petit que la pyramide ABCG, 

Je dis ensuite que la base ABC n'est point à la h^seDEFcommt 
la pyramide ABCG est à un solide plus grand que la pyramide 
DEFH, Car , supposons , si cela est possible , que la base ABC 
soit à la base DEF comme la pyramide ABCG est à un solide 



GÉOMÉTRIE. 85 

quelconque plus grand que la pyramide DEFH y et que ce so- 
lide soit Y. £n mettant les antecëdens à la place des conséquens 
eties conséquens à la place des antecëdens , la base DE F sera, 
à la base ABC comme le solide Y est à la pyramide ABCG. 
Mais le solide Kest à la pyramide ABCG comme la pyramide 
DEFH esl à un solide quelconque plus petit que la pyramide 
ABCG ; car le second antécédent étant plus petit que le pre- 
mier, le second conséquent doit être plus petit que le pre- 
mier ; donc la base DEF est à la base ABC comme la pyramide 
DEFH esl à un solide quelconque plus petit que la pyramide 
ABCG , ce qui est impossible j donc la bape ABC n'est point à la 
base DEF comme la pyramide ABCG est à un solide quelcon^ 
que plus grand que la pyramide DEFH ; mais on a démontré 
que la base ABC n'est point à la base DEF comme la pyramide. 
ABCG est à un solide quelconque plus petit que la pyramide 
DEFH} donc la base ABD' esl à la base DEF comme la pyra- 
mide ABCG est à la pyramide DEFH 

113. Tout prisme triangulaire peut se diviser en trois pjrra" 
mides triangulaires égales entre elles , et égales chacune à une 
pyramide dont la hase est la Même que la base du prisme , et 
dont le sommet est un des angles de la base supérieure de ce 
même prisme. 

Soit le prisme dont la base est le triangle ABC {Jig. 78 ). 
Menons les droites BD , CE , CD, Puisque la figure ABED 
est un parallélogramme dont BD est la diagonale, le, triangle 
ABD sera égal au triangle EDB-y donc la pyramide , qui a pour 
Ibase le triangle ABD et pour sommet le point C*, est égale à 
la pyramide qui a pour base le triangle EDB et pour sommet le 
point C(iii); mais la pyramide qui a pour base le triangle 
EDB et pour sommet le point C*est égale à la pyramide, qui a 
pour base le triangle EBC et pour sommet le point D , car elles 
sont comprises dans les mêmes plans j donc la pyramide qui a 
pour base le triangle ABD et pour sommet le point C est égale à 
la pyri^mide qui a pour base le triangle EBC et pour sommet le 
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point D. De plus, puisque là figure FÙBE est un parallAo» 
gramme qui a pour diagonale la droite CE | le triangle ECP 
est égal au triangle CBE ; donc la pyramide qui a pour base 
le triangle BEC et pour sonunet là point. D est égale k ik 
pyramide qui a pour base le triangle ECF et pour sommet le 
point D(i\i). Mais on a démontré que la pyramide qui a pour 
base le triangle BCE et pour sommet le point P est égale à h 
pyramide qui a pour base le triangle ABD et pour sommet le 
point C'f donc la pyramide qui a pour base le triangle CEF^ 
pour sonunet le point D est égale à la pyramide qui a pour base 
le triangle ^£Z7 et pour sommet le point €} donc le prisme 
ABCDEFa été partagé en trois pyramides triangulaires égàtè 
entre elles } mais la pvramide qui a pour base le triangle ABD 
et pour sommet le point C est égale k la pyramide qui a pour . 
base le triangle CED et pour sommet le point D , car ces pyra* 
mides sont comprises sous les mimes plans } et l'on a démontré 
que la pyramide qui a pour base le triangle ABD et pour som- 
met le point C est la Iroisiëme partie du prisme qui a pour 
base le triangle ABC opposé au triangle DEFj donc'la pyra- 
mide qui a pour base le triangle ABC et pour sommet le point 
D est la troisième partie d'un prisme qdi a la même base , sa- 
voir , le triangle ABC opposé au triangle DEF*y donc , etc. 

II 3. Toute pjrami de est la troisième partie cCun prisme 
qui a la méfne hase et la même hauteur. 

£n effets Ja base d'un prisme étant une figure rectiligne quel- 
conque , ce prisme pourra être partagé en prismes triangulaires; 
mais les pyramides triangulaires qui ont les mêmes bases que les 
prismes triangulaires , et le même sommet que la pyramide en- 
tière, sont cbacune le tiers du prisme correspondant (i 12) ; xloiic 
la somme des pyramides est le tiers de la somme des prismes ^donc 
la pyramide totale est le tiers du prisme total ; donc , etc. 

COROLLAIRES. 
Il suit de-^là et du corollaire de la proposition 106 ^ |**, que les 
pyramides de base égale et de hauteur égale sont égales ; 
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a* Que les pyramides de base egule sont entre elles comme 
leurs hauteurs , et celles de hauteur égale comme leurs bases; 

5® Que les pyramides égales ont leurs bases réciproquement 
proportionnelles à leurs hauteurs , et que les pyramides qui 
ont leurs, bases réciproquement proportionnelles à leurs hau- 
teurs y sont égales ; 

4^ Que les pyramides semblables sont entre elles comme les 
cubes de leurs côtés homologues. 

Car les pyramides semblables sont les tiers de prismes sem- 
blables. 

1 14« ^i<î ligne courbe, ou brisée, ou mixtiligne , est concave 
du même côté , lorsqu'elle ne peut pas être coupée en plus de 
deux points par une droite, 

La ligne ABCD {fîg* 79) n'est pas concave du même côté y 
puisqu'elle est coupée eu plus de deux points par la droite ^C 

1 15. Vne surface courbe, ou composée de surfaces planes , 
ou composée de surfaces planes et de surfaces courbes , est 
concave du même côté , lorsqu'elle ne peut pas être coupée 
en plus de deux points par une droite / 

116. Lorsque deux lignes concaves du même côté ont les 
mêmes extrémités , la ligne enveloppée est plus courte que la 
ligne enveloppante. 

117. Lorsque des surfaces concaves du même côté sont ter^ 
minées à un même contour d'une surface plane , cette surface 
plane est la plus petite de toutes les surfaces convexes , et la 
st^rface enveloppée est plus petite que la surface envelop^ 
parité (* ). 



(*) Ces deux principes posés par Arcliiinède y ne peuvcni être désiontré» 
rigoureusement que quand/ces lignes concaves ou sur&ces concaves iont de» 
lignes brisées , et des surfuces composées de surfaces planes^ 
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II 8. Deux cercles éiapt concentriques f. inscrire dans^le 
pbis grand un poljcgone régulier ^ dont les côtés soient pairs 
en nombre , et ne touchent point la circonférence du plus petit. 

Soient les deax cercles concentriques ABCD^ EFOH{ fig.So); 
par le centre K conduisons le diamètre BIX , et par le point G 
menons la droite AG perpendiculaire sur la droite BDp et prolon- 
geons cette droite vers le point C. La droite AC touchera le 
cercle EFGH, Partageons la dêmi-circouférence BAD en deux 
parties égales , et sa moitié en deux parties égales > et ains^i de 
anite , jusqu'à ce qu'il reste un arc plus petit que l'ârc ADX 55). 
•Qu'on ait cet arc et que cet arc soit LD; du point L conduisons 
sur la droite BD la perpendiculaire LU ; prolongeons cette 
perpendiculaire vers le point iV, et menons les droites LD , DJVjf 
la droite LD sera égale à la droite DN; mais la droite ,LN 
est parallèle à la droite AC , et la droite AC touche / le cer- 
cle EFGH } donc la droite LN ne touchera point le cercle 
EFGH ; donc , à plus forte raison , la droite LD né touchera 
point ce même cercle EFGJI; donc, si ron applique sur la cir- 
conférence ABCD, à la suite les unes des autres , des droites 
égales à la droite LD , on aura inscrit dans la circonférence du 
plus grand cercle un polygone^ régulier , dont les cotés seront 
pairs en nombre , et ne toucheront point la circonférence 
EFGH. 

I IQ. Une portion de polygone régulier est une surface ter-- 
minée par deux droites égales AB , BC ( fig. 8i) et par t^au" 
très droites égales AD , DE , EC , les sommets des angles 
étant également éloignés du point B, 

I20. Deux secteurs toncentriques et semblables étant don^ 
nés j inscrire dans le plus grand une portion de polygone 
régulier dont les côtés soient pairs en nombre et ne touchent 
point Tare du plus petit secteur. 

fioient les secteurs concentriques et semblables FKD , HK6 
(fig, 8o )^ par le point G, menons la tangente AC j partageons 
Tare FD en deux parties égales, sa moitié en deux parties 
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égales , et continuons de faire la même chose jusqu'à ce que 
l'on trouve un arc plus petit que l'arc AD (35). Qu'on ait cet 
arc, et que cet arc soit LD» Oq démontrera, comme dans le pro- 
blème précédent , qui LD ne touchera point l'arc HG'y donc 
si l'on applique sur l'arc FD^ ^ à la suite les unes des autres , 
des droites égales à LD , on aura inscrit dans le secteur FKD 
une portion de polygone régulier dont les côtés seront pairs en 
nombre et ne toucheront point Parc HG. 

121. Deux cercles étant concentriques , circonscrire au 
plus petit un poij-gone régulier , dont les côtés soient pairs 
en nombre j et ne coupent point la circonférence ^du plus grand. 

Inscrivons dans le plus grand cercle un polygone régulier 
dont les côtés soient pairs en nombre , et ne touchent point la 
circonférence du plus petit cercle , et circonscrivons au petit 
cercle un polygone semblable ; .il est évident que les côtés du 
polygone circonscrit ne couperont point la circonférence du 
plus grand cercle ; donc Ton aura circonscrit au plus petit 
cercle un polygone régulier , dont les côtés seront pairs en 
nombre > et ne couperont point la circonférence du plus grand. * 

I :i2 . Deux secteurs concentriques et semblables étant donnés^ 
circonscrire au plus petit une portion de polygone régulier , 
dont les côtés soient pairs en nombre et ne coupent point l'arc 
du plus grand secteur. 

Inscrivons dans le plus grand secteur une portion du poly- 
gone dont les côtés soient pairs en nombre et ne touchent point 
l'arc du plus petit secteur , et menons an plus petit arc des 
tangentes parallèles aux cordes du plus grand arc ; il est évi- 
dent qu'on aura circonscrit au plus petit secteur une portion de 
polygone régulier , dont les côtés seront pairs en nombre et ne 
couperont point Tare du pl«s grand secteur. 

GOHOLLAIRE. 

Ilsaii^e-là^ que deux cercles étant inégaux, la circonfé* 
rence du plus grand cercle est la plus grande. En effet , ces 
deux cercles étant concentriques , inscrivons dans la circonlé- 
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« du plus grand no poijrgoDC régulier , dont les côtés m 1 
jMirkut pas U circonrcretice An l'antre , el circoïKcnroiis un 
teUgone semblable à la cirtoorérence du plus petit ; il est «vi- 
^■1 que la circooférence ilu plus grand cercle est plus grande 
que le contour do polvgpae inscrit; mai» le contour du polFgonft 
ÎIMCTÏt est plus grand r[ue le co-ntour du polvgone circonsfrili 
^i est plui grand que la circ^onférence àa plus pclil cercle; 
'Jonc la circonférence du plus grand cercle est la plus grandf. 
On démoutremit de la mêioe loaniére que les deus secteurs seiu- 
'|»U Mes étant inégauX] l'arc da plus grand secteur est le plui 
grand. 

Au re&Ie , ces couséquetices peuvent se dédoire de la proposi- 
tion 87, oii )e<lëinonirc que les circonférences sont entre ellet 
leurs diamètres. 



—^ 13>. La surface coinvxe d'un cylindre droit comprise entre 
t deux droites placées doux sa surface est plus grande çk« le 
rectangle terminé par ces deux droites et par celles qui joi- 
gnent leurs extrémités. 

Soit le cylindre draït^doDt la base est le cercle jiEB (/%.8a) , 
«t les deux droites jiC, BD placées à sa sorbce: )oif;nong 
.AB , CD; )e dis que la surface convexe comprise entre les 
deux droites JlC, BD est plus grande que le rectangle ABDC. 
. Partageons les aies j4EB , CFB en deux parties égales aui 
points E ,F-, et menons les droites .^Ê, £B, CF , FD , EF. 
Puisque AE-\- EBy- JB ,^3 somme des rectangles AF , FB 
sera plus grande que le rectangle AD ; que G soit l'excès de la 
somjne des deux rectangles AF, FB sur le rectangle AD} U 
surface G sera plus petite que la somme des segmens de cer- 
cle AlfE, EKB, CLF, FMD , ou elle ne sera pas plus petite; 
qu'elle ne soit pas plus petite. La snfface convexe comprise entre 
les droites AC, BD avec la somme des segmens AEB , CFD 
est plus grande que la surface composée des deux rectangles 
AF,FB,ctàes deux triangles ^£fl , CFD, puisque ces deux 
turfaccs sont concaves du même côté, et qu'elles ont pour limiu. 
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commune le rectangle AD (117 ) ; donc si Ton retranche de 
part et d'autre, les triangles AEB , CFD , la surface convexe 
comprise entre AC^BD avec les segmens AHE , EKB , CLF, 
FMD sera plus grande que la somme des rectangles AF ^ FB. 
Mais la somme des rectangles AF^ FB e'gale le rectangle AD 
plus G \ donc la surface convexe comprise entre les droites AC , 
BD avec la somme des segmens AHE , EKB , CLF ^ FMD 
est plus grande que le rectangle AD réuni à la surface G ; nxais 
la surface G n'est pas plus petite que la somme de ces segmens; 
donc la surface convexe comprise entre les droites AC ^ BD est 
plus grande que le rectangle AD. 

Que la surface G soit plus petite que la somme des segmens 
AHE , EKB , CLF , FMD. Partageons les arcs AHE , EKB, 
CLF, FMD en deux parties e'gales aux points H ^ K , L, M y et 
joign^ps , AH, HE.EK, KB, CL.LF, FM, MD , HL, KM, 
et continuons de faire la même chose jusqu'à ce que la surface G 
soit plus grande que la somme des segmens restans (85); que les 
segmens rçstans soient BH , HE , EK ,KB,CL, LF, FM, MD. 
Puisque la surface convexe comprise entre les droites AC , BD 
avec la somme des segmens AEB , CFD est plus grande que la 
surface composée de la somme dics rectangles AL, LE, EM,.MB, 
et dcJa somme des figures reclilignes^^JÇA'^, CLFMD(i 1 7) , 
si l'on retranche ces deux figures de part et d'autre , la surface 
convexe comprise entre les droites AB , BD avec la somme des 
segmens restans ^// , HE , EK , KB , CL, LF^ FM, MD , 
sera plus grande que la somme des rectangles AL , I^E , EM , 
MB; mais cette dernière somme est plus grande que la somme 
des rectangles AF , FB , qui égale le rectangle AD plus la 
surface G; donc , à plus forte raison, la surface convexe com- 
■prise entre les droites AC , BD avec la somme des segmens 
restans , est plus grande que le rectangle AD , réuni à la 
surface G ; mais la surface G est plus grande que la somme ii(ts 
segmens restans j donc la suvface convexe, comprise entre les 
droites AC , BD , est plus grande que le rectangle AD ; 
donc, etc. . " 
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COKOI.I.AimE. 

n ftnt de-lâ qae la sarlace caawemt d'as cvlindre droit est 
fSas graade qoe la iwfaii coBVcie Ai jriaie yu Ini «t inscrit 

124- Si par iet exifémdiés de daa droites Aa,Cc(fi|^.8o) 
placées dams la smrfyce^mm cyliadre droii , cm mÊénedeÊum- 
gemies AG^CG^ ag, cg amx cercles gui sami les bases de €S 
cylindre ^ ei si ces iamgemies se ratcomlreni , la somme des 
parallélogr am mes sous les iamgentes ei le côté dm ejrlûidfs 
sera plus grande que la surface tiarwexe du qrlindre campriss 
entre les deux droites Aa , Ce 

Joignons 6^ , et par les milieux B , h des arcs ABC^ahc^ 
menons les tangentes EF , ef\ joignons Ee , ^^f ^ 
Texcês de la somme des rectangles Ag^ gC sur la somme des 
rectangles Ae ^ eP^ Fc soit la surface i^^ la snrfiice ^ sart 
plus grande que la somme des surfaces comprises entre les 
arcs ABC y abc el les droites AE , EP , FC, ae^ efjfc, ou 
elle ne sera pas plus grande } qu'elle soit plus grande. La sur- 
face convexe placée entre les droites Aa^ Ce avec les deux 
segmcns ABC j abc sera plus petite qce la surface composée 
des parallélograiBDies A e^ eF ^ F c ^ et des deux figures rec- 
tiVignes AEBFC ^ aebfc (117J. Retranchons de part et d'au- 
tre Jes segmens ABC ^ abc ; la surface convexe placée entre les 
droites ^a , Ce sera plus petite que U surface composée de la 
somme des rectangles Ae^eF ^ Fc , et de la somme des sur* 
faces comprises entre les droites AE , EF , FC ^ ae , ef^fc et 
les arcs ABC^ abc; mais K est |^us grand que la somme de ces 
dernières surfaces ; donc la surface, composée de la somme des 
rectangles ^ & , e F , Fc et de la somme des surfaces comprise 
entre les droites AE , EF^ FC, ae , ef,fc est plus petite qu« 
la surface composée de la somme des rectangles Ae^ eF,Fc 
et de la surface K } donc la surface convexe placée entre les 
droites Ae^ Ce est plus petite que la somme àe% rectangles 

Que lo surface K ne soit pas plus grande que la somme des 
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surfaces <romprises entre les droites j4 E , E F , FC, ae^ ef, 
fc et les ^vQsABC^ abc. Par les milieux des ^rcs AB ; BCy 
ah ^ bc^ menons des tangentes et continuons de faire la même 
chose, jusqu'à ce que la somme des surfaces comprises entre 
les droites AE ^ EF, FC^ ae^ cf,fc^ et les arcs ABC, abc , 
soit plus petite que la surface K (85) ; et Ton démontrera le reste 
comme on Ta fait plus haut ; donc , etc. 

CORO LLAIRE. 
Il suit de-là que la surface convexe d'un cylftdre droit est 
plus petite que la surface convexe du prisme qui lui est cir- 
conscrit. 

laS. Deux cjlindres droits ayant le même axe, la surface 
du cylindre extérieur est plus petite que la surface convexe de 
Vautre. 

En effet, si dans la circonférence de la plus grande base, on 
inscrit un polygone régulier, dont les cotés ne touchent point 
la ciçconférence de l'autre base , et si l'on circonscrit à l'autre 
baàe un polygone semblable (ii8, 121), la surface convexe 
du "cylindre extérieur sera plus grande que la surface convexe 
du prisme inscrit ^ mais la surface convexe du pisrae inscrit est 
plus grande que la surface convexe du prisme circonscrit , et 
la surface convexe du prisme circonscrit est plus grande que la 
surface convexe du cylindre inscrit ; donc la surface convexe 
du cylindre extérieur est plus petite que la surface convexe de 
l'autre cylindre. 

1 26. La surface convexe d^un cône droit est plus grande que 
la surface convexe de la pyramide qui lui est inscrite. 

127. La surface àoni^exe d*un cône droit est plus petite que 
la surface convexe de la pyramide qui lui est circonscrite. 

1 28. Deux cônes droits ayant le même axe , la surface con- 
vexe du cône intérieur est plus petite que la surface convexe de 
Vautre cône » 

Ces trois dernières propositions se démontrent de. la même 
manière que les propositions précédentes. 
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ijg. Im smwpÊCteommgirelfwmejrBmàrednrii eu égale à'm 
wecumgte ejrmm pemr bese wm êmâe égoÊe à ha. cireomférmm 
ée ie tase dm ^Umdreeipamr temtear Texe êe ce cjrlindre. 

Soit le cyliBdre àmt AQ {fig. &() , ajut poar Insek 
cerde ABCD^ et poar aie la dmte JVO; fmt le tectaagle £6 
ajaat pour base vae droite FG égale â la circoDférenee de h 
base de ce cjliodre , et pour baotenr une droite KW égile à 
Taxe de ce même c^liadre ; je dis que la sorface conipese dm 
cjUndre A ifeSL égale an tccUegle EG. 

Car si le rectangle EG n*est punt égal i la sarCice coareie ' 
da cjlindre ^O, ce rectangle sera pins petit on pins grand que 
la surface conrexe de ce même cylindre. 

Sup pos o ns d'abord que ce rectangle soit ptns petit qm la 8o^ 
face conme de ce cjlîndre, et qn'il soit ^al à la sarface d'aï 
cjliodrt plus petit , savoir à la surface du cjlindre HOu 

A la circonférence de la base du cjlindre HO , ctrcoosonhroas 
m poljgone régulier dont les côtés ne coupent point la circon- 
férence de la base du cjlindre AO (lai) ; imaginons que ce 
polvgooe soit la base d'an prisme circonscrit au cjlindre 
HO } la surface convexe de ce prisme sera égale à an rec* 
tangle , avant poar base une droite égale au contoor du polj- 
gone cîrconscril , et pour hauteor une droite égale à A'O. Mais 
le contour du polvgone circonscrit est plus petit que la circon- 
férence ABCD; donc la surface convexe du prisme est plus pe- 
tite que le rectangle £!G. Mais , par supposition , ce rectangle 
e$t égal a la surface convexe du cylindre HO^ donc la surface 
convexe du prisme est plus petite que la surface convexe du cy- 
lindre //O, ce qui est impossible ( <24 cor. ); donc le rec- 
tangle EC n'est pas plus petit que la surface convexe du cy- 
lindre HO. 

Supposons , en second lieu , que le rectangle EG soit plus 
grand que la surface convexe du cylindre AO , et qu'il soit 
égal à la surface convexe d'un cylindre plus grand , savoir à la 
surface du cylindre H'O. Dans la circonférence H' K' L' M' , 
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inscrivons un polygone régulier dont les cotés ne touchent point 
la circonférence de là base ABCD ; inoiaginons que ce polygone 
soit la base d'un prisme inscrit au cylindre H' O; la surface 
convexe de ce prisme sera égale à un rectangle ayant pour base 
une droite égale au contour de ce polygone, et pour hauteur 
une droite égale à NO, Mais le contour du polygone inscrit est 
plus grand que la circonférence ABCD 'y donc la surface con- 
vexe du prime est plus grande que celle du rectangle jE'G. Mais , 
par supposition, le rectangle EG est égal à la surface convexe 
du cylindre H'O; donc la surface convexe du prisme est plus 
grande que la surface convexe du cylindre H' O ; ce qui est 
impossible ( 1 24 cor. ). Donc le rectangle EG n'est pas plus 
grand que la surface convexe du cylindre A0\ mais nous avons 
démontré que ce rectangle n'est pas plus petit que cette surface; 
donc le rectangle EG est égal à la surface convexe du cylindre. 
Donc la surface convexe du cylindre droit est égale à un rec- 
tangle ayant pour base une droite égale à la circonférence de la 
base de ce cylindre^ et pour hauteur Taxe de ce même cylindre. 

COROLLAIRE I. v 

Il suit manifestement de-là que les surfaces convexes des C}'— 
lindres droits et semblables , sont entre elles comme les quarrés 
des diamètres de leurs bases. En effet ^ les surfaces convexes 
des cylindres droits et semblables sont égales à des rectangles 
dont les bases sont égales aux circonférences des bases de ces 
cylindres, et dont les hauteurs sont auSîsi égales aux axes de 
ces mêmes cylindres ; mais les circonférences des bases * des 
cylindres droits et semblables sont proportionnelles aux axes 
de ces mêmes cylindres ; donc les rectangles , qui sont égaux 
aux sfurfaces convexes des cylindres droits et semblables , 
sont des figures semblables , puisque leurs bases sont pro- 
portionnelles à leurs hauteurs ; donc ces rectangles sont 
entre eux comme les quarrés de leurs bases. Mais les bases de 
ces rectangles sont égales aux circonférences des bases de ces 
mêmes cylindres } donc les surfaces convexes des cylindres 
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I ig, La surface convexe 'Wun cyUndre droit est égale en 
rectangle ayant pour base une droite égale à la circonférence 
de la base du cylindre et pour hauteur F axe de ce cylindre* 

Soit le cjlindre droit A Q {fig. 84 ) , ayant ponr base It 
cercle ABCD , et ponr axe la droite NO\ Boit le rectangle EG 
ayant pour base nne droite FG ^ale à la circonférence de la 
base de ce cylindre , et pour bautéur une droite EF égale à 
Taxe de ce même cylindre ^ je dis que la surface conyeze dn 
cylindre A Cf^eSt égale an rectangle EG. 

^ Car si le rectangle EG n'est point égal à la surface conTCie ' 
du cyliodré AO^ ce rectangle sera plus petit ou plus gîrand que 
la surface convexe de ce même cylindre. 

Supposons d'abord que ce rectangle soit plus petit que la sn^ 
face convexe de ce cylindre, et qu'il soit égal à la surface d'ok 
cylindre plus petit , savoir à la surface du cylindre JSTCL 

A la circonférence de la base du cylindre HO , circossonhrons 
nn polygone régulier dont les côtés ne coupent point la circon- 
férence de la base du cylindre AO (lai) ; imaginons que ce 
polygone soit la base d'un prisme circonscrit au cylindre 
HO ; la surface convexe de ce prisme sera égale à un rec- 
tangle , ayant pour base une droite égale au conloar eu poly- 
gone circonscrit , et pour hauteur une droite égale à NO, Mais 
le contour du polygone circonscrit est plus petit que la circon- 
férence ABCD ; donc la surface convexe du prisme est plus pe- 
tite que le rectangle EG, Mais , par supposition , ce rectangle 
e§t égal à la surface convexe du cylindre HO) donc la surface 
convexe du prisme est plus petite que la surface convexe du cy- 
lindre //O, ce qui est impossible ( <24 cor, ); donc le rec- 
tangle EG n'est pas plus petit que la surface convexe du cy- 
lindre HO. 

Supposons , en second lieu , que le rectangle EG soit plus 
grand que la surface convexe du cylindre AO , et qu'il soit 
égal à la surface convexe d'un cylindre plus grand , savoir à la 
surface du cylindre HO. Dans la circonférence H' K' L' M' , 



GÉOMÉTRIE. gî 

inscrivons un polygone régulier dont les cotés ne touchent point 
la circonférence de la base ABCD ; inoiaginons que ce polygone 
soit la base d'un prisme inscrit au cylindre /T' O; la surface 
convexe de ce prisme sera égale à un rectangle ayant pour base 
une droite égale au contour de ce polygone , et pour hauteur 
une droite égale à NO, Mais le contour du polygone inscrit est 
plus grand que la circonférence ABCDj donc la surface con- 
vexe du prime est plus grande que celle du rectangle jCG. Mais j 
par supposition, le rectangle EG est égal à la surface convexe 
du cylindre H' O ; donc la surface convexe du prisme est plus 
grande que la surface convexe du cylindre H' O ; ce qui est 
impossible ( 1 24 cor. ). Donc le rectangle EG n'est pas plus 
grand que la surface convexe du cylindre A0\ mais nous avons 
démontré que ce rectangle n'est pas plus petit que cette surface; 
donc le rectangle EG est égal à la surface convexe du cylindre. 
Donc la surface convexe du cylindre droit est égale à un rec* 
tangle ayant pour base une droite égale à la circonférence de la 
base de ce cylindre^ et pour hauteur Taxe de ce même cylindre. 

COROLLAIRE I. 

Il sait manifestement de-là que les surfaces convexes des C}'— 
lindres droits et semblables , sont entre elles comme les quarrés 
des diamètres de leurs bases. En effet , les surfaces convexes 
des cylindres droits et semblables sont égales à des rectangles 
dont les bases sont égales aux circonférences des bases de ces 
cylindres, et dont les hauteurs sont auSsi égales aux axes de 
ces mêmes cylindres ; mais les circonférences des bases ' des 
cylindres droits et semblables sont proportionnelles aux axes 
de ces mêmes cylindres *, donc les rectangles ^ qui sont égaux 
aux ^rfaces convexes des cylindres droits et semblables , 
sont des figures semblables , puisque leurs bases sont pro- 
portionnelles à leurs hauteurs ; donc ces rectangles sont 
entre eux comme les quarrés de leurs bases. Mais les bases de 
ces rectangles sont égales aux circonférences des bases de ces 
mêmes cylindres; donc les surfaces convexes des cylindres 
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droits et semblables sont entre elles comme les qaarrés des 
circonférences de leurs bases , et par conséquent comme les 
quarrés des diamètres de leurs bases. 

COROLLAIRE II. 

m 
Il suit encore de-làque la surface d'un cylindre droit est égale 

à un cercle qui a pour rayon une moyenne proportionnelle 

entre J'axe du cylindre et le diamètre de sa base. 

En effet , que NO iPy.Pl AC y on aura NO \\P V. !ïP: 
AC{j3)f et par conséquent A^O l^P II cir. 2 P : cir, AC} 
donc cir. AC X NO =^cir. 2 P Xj P (j3). Mais cir. 2 JP X 
7 P , est égal au cercle qui a pour rayon la droite P , et cir. AC 
X iV égal le rectangle EG ; donc le cercle qui a pour rayon la 
droite P , est égal à la surface convexe du cylindre AO; 
donc, etc. 

1 5o. La surfiace convexe cCun cône droit est égale à un trianr- 
gle-rectangle ajrantpour base une droite égale à la circonférence 
de la base de ce cône , et pour hauteur le côté de ce même cône. 

Soit le cône droit AQ {fg. 84 ) , ayant pour base le cercle 
ABCD , et pour sommet le point O } soit aussi le triangle- 
rectangle EFG, dont un des côtés FG de l'angle droit est égal 
à la circonférence de la base du cône AO , et dont l'autre côté 
de l'angle droit est égal au côté de ce cônC; je dis que la surface 
convexe du cône*^0 est égale au triangle-rectangle EFG, 

Car si le triangle-rectangle EFG n'est pas égal à la surface 
convexe du cône droit AO , ce triangle sera plus petit ou plus 
grand que la surface convexe de ce cône. 

Supposons d'abord que le triangle EFG soit plus petit que 
la surface convexe du cône AO , et qu'il soit égal à la surface 
convexe d'un cône plus petit , à la surface convexe du cône 
HÇ)^ par exemple. Circonscrivons à la circonférence HKLM 
un polygone régulier, dont les côtés ne coupent point la circon- 
férence ABCD (121); imaginons que ce polygone régulier soit 
la base d'une pyramide circonscrite au couqHO} la surface 
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convexe de cette pyramide sera égale .à un triangle y ayant pour 
base une droite égale au contour du polygone circonscrit , et 
pour hauteur Ja perpendiculaire menée du sommet de cette py- 
ramide sur un des cotés de sa base. Mais le contour du polygone 
circonscrit est plus petit que la circonférence >^^CZ>, qui est 
égale à FG , et la perpendiculaire menée du sommet de la pyra- 
mide sur un des côtés de sa base , est plus petite que la droite 
£jp; donc la surface convexe de la pyramide circonscrite est 
plus petite que le triangle-rectanglei^/^G.Mais nous avons sup- 
posé que le triangle EFG est égal à la surface convexe du cône 
HQ ; donc la surface convexe de la pyramide circonscrite , est 
plus petite que la surface convexe du cône HQ , ce qui est im- 
possible (124 ^^^' ) ; donc le triangle-rectangle EFG n'est pas 
plus petit que la surface convexe du cône AO, 

Supposons à présent que le triangle-rectangle EFG soit plus 
grand que la surface convexe du cône AO^ei qu'il soit égal à la 
surface convexe d'un cône plus grand , à la surface convexe du, 
cône H^O , par exemple. Inscrivons dans la circonférence 
H' K' L'M! un polygone régulier dont les côtés ne touchent pas 
la circonférence ABCD , et imaginons que ce polygone soit la 
base d'une pyramide inscrite au cône H'O; la surface convexe 
de /trette pyramide est égale à un triangle ayant pour base une 
droite égale au contour du polygone inscrit^ et pour hauteur 
la perpendiculaire menée du sommet de cette pyramide sur un 
des côtés de la base. Mais le contour du polygone inscrit est 
plus grand que la circonférence ^ ^ CD , qui est égale à 
FG , et la perpendiculaire menée du sommet de la pyramide 
sur un côté de sa base est plus grande que le côté du cône AO , 
qui est égal à EF', donc la surface convexe de la pyramide 
inscrite au cône H^O est plus grande que le triangle-rectangle 
EFG. Mais nous avons supposé que le triangle-rectangle EFG 
est égal à la surface convexe du cône H' Q ; donc la surface 
convexe de cette pyramide est plus grande que la surface ooc- 
vexe du cône H'Q , ce qui est impossible ( i24 cor» ); donc le 
triangle-*rectangle EFG n'est pas plus grand cyie la .suxCkc^^ 
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couTeve da cAbe j#Q; maiB^noiis avons dénùnitré qpe ^ tria»*' 
gle n'est pas plus petit ; donc lé trianglMrectanglê EFG sbI' 
^gal à la surface comrexe da cAne AO. ' 

Donc la sorface conToxe dn cane droit est légale à m 
triaiigle-FectaDgle dont an âes côtes de l'angle droit est égal à 
la circonférence de la base de ce cône , et dont Taatré côt< ds 
l'angle droit est égal an côté de ce même cône. 

COAOLLA^BE !• 

* 

Il suit de-là qne les surfaces convexes des cônes droits et 
semblables , sont entr'elles comme les carrés des diamètmdç 
leurs bases; cela se démontre de la même manière que daas 
la proposition i3o.. 

COROLLAIRE lU . 

Il mit de-là que la surface convexe d'un cône droit est %t!e 
à on cercle qui a un rajon moyen , proportionnel entre le côté 
du cône et le raydn de la base. Cela se démontre de la niéme 
manière ; et jplus simplement que dans le corollaire 2 de la pnH 
position i38. 

Il suit de ce dernier corollaire que la 'surface convexe d'un 
cône droit est à sa base ^ comme le côté du cône est au rayon de 
sa base. 

Que JP soit une moyenne proportionnelle entre HO et ^A^, on 

anrîi HO \ P W P \ AN -^ mais HO : JN lll": 2n{75), et 

cir P : cir.^A'^ :: T] ^^(90); donccir.P : cir. AN' Il HO l 
AN 'y mais le cercle qui a pour rayon la droite P est égal à la 
surface convexe du cône ; donc .la surface convexe d'un cône 
droit est à sa base , comme le côlé du cône est au rayon de sa 
base. 

1 5 1 . La section de la surface convexe d'un cône droit ou obli* 
que par un plan parallèle à sa base , est une circonférence de 
cercle. 

Coupons le cône ABRC {fg. 85 ) par un plan FSG parallèle 
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k la base BRC; je dis que la 3ection FSG de la surface convexe 
de ce cône par ce plan est une circonférence de cercle. 

Du centre O de là base du cône , menons autant de rayons OB, ' 
OR qu'on voudra , et par Taxe j40 et par les rayons OB ^ ORf 
conduisons les plans AOB , AQR j les sections JlB , AR de la 
surface convexe du cô»e par ces plans seront des. lignes droites* 
Le plan BRC^étaint parallèle au plan FSG , les sections OB ^ 
PF de ces deux plans par le plan AOB seront deux droites pa- 
rallèles ( B. Î97 ); donc les deux triangles AOB ^ APF sont 
semblables; donc ^O : AP \\ OB \ PF; on démontrera, 
de la même manière^ que AO : AP :: OR : PS ; donc 
OB • PP \l OR ! PS 'y donc, en échangeant les moyens 
de place , OB : OR \\ PF : PS ; mais le rayon OB est 
égal au rayon OjR; donc la droite PF est égale à la droite PS, 
On démontrera de la même manière , que toute autre section du 
plan FSGy par un plan conduit par T-axe > est égale à cha- 
cune des droites PF^ PS ; donc la section de la surface convexe 
au, cône ABRC, par un plan parallèle à la base de ce cône , 
«st une circonférence de cercle. » 

l52. La surface connexe d'un tronc de cône droit à bases 
parallèles , est égale à un rectangle qui a pour hauteur une 
droite égale au côté du tronc , et pour base une droite égale à la 
circonférence qui résulte de la section de la surface convexe 
de ce tronc , par un plan parallèle aux deux bases ^ et mené à 
égale distance des deux bases, 

« 

Soit un tronc de cône droit BD {Jig. 85), ayant ses bases 
BRCj ETD parallèles; je dis que la surface convexe de ce 
tronc de cône est égale à un rectangle ayant pour hauteur le 
côté PC du tronc BD , et pour base une droite égale à la circon- 
férence qui résulte de la section de la surface convexe de ce tronc , 
par un plan parallèle aux deux bases, et mené à égale distance 
de ces deux bases. 

Complétons le cône ABRC ; sur le côté AC et au point C, 
élevons la perpendiculaire CH; gae Ja droite CJI soit égale à la 

GEOMETAIE* ^ L 
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eirconfërence de U base BRC; joignofis j4H^ et par le point 0^ 
menons la droite DK parallèle à la droite CH, 

Puisque les triangles .^ OC, AQD sont semblables, la droite 
^C sera à la droite j4D , comme le rayon OC est au rayon 
QD. Mais les circonférences sont entre elles comme leoi!» 
rayons (87) } donc la droite ^C est à la droite AD , comme U 
circonférence BRC est à la circonférence ETD 5 mais les trian- 
gles ACffy ADK sont semblables-, donc la droite ^CestàU 
droite ^D , comme la droite CH est à la droite DK. Donc la 
circonférence BRC est à la circonférence ETD , comme la 
droite CH est à la droite DK ; donc en changeant les moyens 
de place , la circonférence BRC sera à la droite CH ^ comme 
la circonférence ETD est à la droite DK ; mais par suppo- 
sition , la circonférence BRC est égale à la droite CH '^ donc 
la circonférence ETD est égale à la droite DK, Mais la sur- 
face convexe du cône total ABRC est égale au triangle-rectan» 
gle ACH{^i^o) y et la surface convexe du cône AETD est égale 
au triangle-rectangle AKD 5 donc la surface convexe du tronc 
de cône BD est égale au trapèze restant DCHK. 

Par le milieu de la droite DC ^ menons la droite GL paral- 
lèle à Tune ou à l'autre des droites DK ^ CH ; par le point Z^ 
cilla droite GL rencontre A'//, conduisons la droite Jl/7\' pa- 
rallèle à DC , et prolongeons la droite DK jusqu'à ce qu'elle 
rencontre la droite MN en un point 31. Puisque KL est égal à 
Z//, que l'angle KLM est égal à l'angle HLN , et l'angle LKM 
égal à l'angle LHN , le triangle LKM sera égal nu trianfrle 
LHNj donc le trapèze DCHK sera égal au rectangle DCNAL 
Mais nous avons démontré que la surface convexe du tronc de 
cône BD est égale au trapèze DCHK ; donc la surface convexe 
du tronc de cône BD est égale au rectangle CM, Mais la circon- 
férence FSG est égale à la droite GL^ donc la surface convexe 
du cône BD est égale à un rectangle qui a pour base une droite 
égale à la circonférence FSG , et pour hauteur la droite DC. 

Donc la surface convexe du tronc de cône droit à bases pa- 
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tâltèles 9 est égà\é à un rectangle qui a pour hanteur iibe droite 
ëgale au côté du trône de cône , et pour base une droite égale k 
la circonférence du cercle qui résulte de la section de la surface 
eonyexe du tronc de cône^ par un plan parallèle aux deux bar* 
âes j et mené à égale distance de ces deux bases* 

1 35. Là surface convexe dtun c6ne droit est égalé à uâ reo^ 
tangle qui àpotir hauteur une droite égale au côté de ce cône^ 
^t pour base une droite égale à la circonférence de cercle qui 
résulté de la section de la surface convexe du cône , par un 
plan parallèle à la base du cône ^ et mené par le milieu de son 
tSié^ 

Soit un cône droit j4ÈRC {fg. 85 )y je <ïis qùé la Surface 
convexe du cône ABRC est égale à un rectangle àyatit pOuf 
hauteur une droite égale au côté de ce cône , et pour base une 
droite égale à là circonférence de ôerclé^Ui résulté de la section 
de sa surface cotiVexe , par un plan parallèle à 3a base , et men^ 
{>ar lé milieu de son Côté AC. 

Sur le côté AC et au point C , éleVotis Une ]perpendiculày*e 
CH ^ que Cette droite soit égale à la circonférence de la base dà 
cône, et joignons AH'y le triangle ACH sera égal à la surface 
/Convexe dû cône ABRC (l5o). Par le milieu de la droite AC f 
menons la droite DK parallèle à CB; la droite Ï)K sera égale 
à la cil-conférence ÊTD, Par les points K ^ Ay menons lee 
droites A'/^, -^X parallèles aux droites AC , Cït, 

Puisgue les deux triangles ACH , ADK sont semblables , et 
^ue^C est double de AJI^ le côté CH sera double deDK y donc 
le triangle >^C^ est égal au rectangle CX. Mais lé triangle^Câf 
eist égal à la surface Convexe dii cône droit ABRC ; donC le 
jreCtangle C7C est aussi égal à la siirfaCè convexe du Cône droit 
ABRC; mais là base CP^de ce rectangle est égale à la cir- 
conférence ETD y et la hauteur de Ce même rectangle est égale 
eu côté de ce Cône ; donc la surface convexe d'un cône droit est 
égale à un rectangle qui a pour hauteur une droite égale att 
eôté de ce cône, et pour base uûe droite égale à lài circonféreirce 



dsc^kete^ mnltedela MctÎM dtSA mutàtm coAvm« .fWte 
yka parallelt à M iMtfe» etmewpwleaùKeadeagncAlé^ .'• 

»Hni0 auitmr desvn diamètre^ U mface décriiepàrkf'éM 
ée ce demi^pofygmie ^i égaie à m reduÊèglè tiyanÊpoust hM 
wne âroiu égale à la drcot^énnce inscrite dans ce detm^ 
poffgtme^ei pomrhamiearle diamèirè de ce même pafygtnsL 

Que jiBCDEFG{fig.86) êoilnn déniiLpoljgoMivgalâr 
iFun nomlure pair de cAtés ; misons lès droites BL^ CM,DM^ 
ENj EO perpendicnlaircs sur AG^ et que ee dêini-poljioaf 
latte «ne lérolntion autoor de sod diamètre ^G ; je dis d^aboiEd 
foe la droite BA décrira ane snrface égale k un rectangle ajuit 
pipor base nne droite égale à la circonférencije inscrite , «t-fW 
bâuteor la droite AL. 

Da point S, menois HK perpendicnlaire sqr AB » et d^ 
point A ^ milien de BA , la droite KP perpendicnlaire so^ 
AG'y le triangle BKP sera'8eml!>lable au triangle i^Lu^^ perça, 
que les côtés du premier triangle sont perpendiculaires snr 
les côtés du second (62 ) ; donc BA : AL :: HK : KP} 
mais HK : KP :: cir. HK : cir. KP (87); donc BA : AL V. 
cir. JIK : cir. KP ^ donc le rectangle cir. KP X iî-/i^ est égal 
au rectangle cir. ÈK X AL (jjZ) ; mais le rectangle cir, KP 
X ^^ est égal à là surface convexe du cône droit décrite 
par BA (i55) y donc le rectangle cir. HK X AL est aussi égal 
à cette même surface. Mais la droite HK est le rayon du 
cercle inscrit; donc la surface décrite par SA est égale à un 
rectangle ayant pour base une droite égale à là circonférence 
inscrite , çt pour hauteur la droite AL, Nous, déino^rerons de 
la même manière que là surface décrite par FG es| égale à un 
rectangle ayant pour base une droite égale à la circonférence 
inscrite « et pour hauteur la droite OG. 

Je dis à présent que la surface décrite par CB est égale à un 
rectangle ayant pour base une droite égale à la circonférence 
inscrite , et pour hauteur la droite LM, ^ 



GÉOMÉTR ÏE. - ICI 

jPupomt j^f, menons la droite H/^ perpendicul&irft^ur le côté, 
CJ^ de ce demi-poljgone ; du point Ç , milieu de CB, et du 
poiat B , menons les droites QJiy J3S perpendiculaires sqr les 
droites ^Ç^, CM. 

XijB triangle HRQ est ^nablable au triangle^^Ç*, P?i^pe que 
Itfft côtés du premier triangle sont perpendiculaires sur les coté&^ 
du second j donc C5 : BS :: BQ : QR; mais UQ : QR :: 
çir/HQ : cir. QR{8j)', donc C^lBS :; cir. J3Q: cir.QR.. 
Donc le rectangle cir. QR X CB ^st égal j|u rectangle cir. HQ 
X BS('j3) ; mais le rectangle cir. QR X CB est égal à la surface 
décrite par CB {i52) ; donc le rectangle cir. HQ X BS , c- est-à- 
dire cir. HQ X Z*Af est aussi égal à cette surface } mais la droite 
jffQ est égale au rayon du cercle inscrit; donc 1« surface dé- 
crite par CB est égale à un rectangle ayant pour base une droite 
égale à la circonférence du ceiple inscvit ^ et pour, hauteur la 
droite LM. On démontrerait dé la même tuaniëre que les sur- 
faces décrites par- les côtés CD , DE , EF , sont égales à au- 
tant de rectangles , ayant cfa^un pour base une droite égale à 
là cirjcènférence inscrite, et pour hauteurs les droites MH ^ 
UN ^ NO, Donc les surfaces décrites par tous les côtés da 
demi-polygone régulier ABCDEFG sont égales à autant de' 
rectangles , ayant chacun, pour base «ne droite égale à la cir- 
conférence inscrite , et pour hauteurs les droites AL , LM^- 
MH y HN ^ NQ , OGy donp 1^ soJ?ime de toutes ces surfaces 
est égale à un rectangle ayant pour base une droite égale à la. 
circonférence inscrite , cl pour hauteur la somme des droites 
ALyLM, MH, UN, NO , OG , c'est-à-dire AG-, donc , etc. 

COROLLAIUE. 

r 

Il suit évidemment de-là que la somme des surfaces décrites 
par les côtés CB , BA est égale au rectangle cir. HK X AM , et 
que la somme des surfaces décrite^ par DCj CB est é|[ale au 
rectangle cir. HK X LH. 

Si au lieu d'un demi-polygone régulier^ oiMivait une portion 
de polygone régulier dfiCD {fig* làj) y ei si Ton supposait qu^ 
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cette portion du polygone régulier eAt fait une rêvoittticm tv- 
tour de la droite AF , Ton démontrerait de la même manière 
que dans la proposition précédente y que la surface décrite par 
les droites AB , BC ^ CD est égale au recUngle cir. EG X AF^ 
et si l'on avait la portion du polygone régulier ABCD {fiç* 88); 
et si l'on supposait que cette portion régulière eût fait nna 
rérolution autour de la droite FG, l'on démontrerait , coDune 
dans la proposition précédente , que la surface décrite par les 
droites AByBCy CD est égale au recUngle cir. EH X FG. 

1 35. Toute section de la sphère par un plan , est un cercle* 

Que ABCD (fiff, 89) soit une section faite par un plan 
dans une sphère dont le centre est en E, Du centre E , me-> 
nous la droite EF perpendiculaire sur le plan ABCD , et les 
droites FA , FB , FC k la con^une section de la surface de 
la sphère par }e pUn coupant , joignons EA » EB ^ EC, Les 
droites EA , EB , EC son^ égales , puisqu'elles sont des rayons 
de la sphère } elles sont doue également éloignées de la per- 
pendiculaires EF'y donc les droites FA, FB , FC sont égales; 
donc la section ABCD est un cercle dont le point F est le 
centre/ 

Si H section passoit par le contre de la sphère , le rayqn du 
cercle seroit le rayon de la sphère. 

1 36. Une sphère étant plus grande quune autre , la surfacù 
4e la première est plus grande que la surface de la seconde. 

Que les deux demi-cercles concentriques ADG, A' D' G' 
ifiS' 9^ ) fassent une révolution autour de AG ; je dis que la 
surface de la sphère décrite par la demi-circonférence ADQ 
est plus grande que la surface de la sphère décrite par la demi-* 
circonférence A' D'/G\ 

Dans la demi-circonférAice ADG , inscrivons un demi-po* 
lygOTie régulier dont les côtés soient pairs en nombre et ne tou-^ 
Uhent pas la demi- circonférence A' D' G\ et à la demi-cir- 
ÇQ^fî^T^ncç ji' fy Q*^ çireouiicrivons un demi*pojygone semU^ 
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hle; au point D j milieu de la demi-circotiférence ADG j me* 
nons le rayons DH^ il passera par le point D ; menons la droite 
D' K tangente au point D' ; que ces deux demi-polygones fas* 
sent une révolution autour du diamètre AG, Les cotés AB^ 
BC y CD décriront une surface égale à un rectangle , ayant 
pour base une droite égale à la circonférence inscrite dans 
le polygone ABCDEFG , et pour hauteur le rayon AH , et les 
c^és ab, bc , cd décriront une surface égalé à un rectangle , 
ayant pour base une droite égale à la circonférence A'D' G' ,• 
et pour hauteur la droite Ha ( i54) j donc la surface décrite 
par les tôtés AB , BCy CD est plus grande que la surface décrite 
par les côtés ab ^ bc ^ od; mais la surface sphérique décrite par 
le quart de la circonférence AD est plus grande que la surface 
décrite par les droites AB , BC , CD , parce que ces deux sur- 
faces concaves du même côté ont pour limite la circonférence 
décrite par le point D , et que la première enveloppe la seconde 
(i 17) ; mais la surface décrite par les côtés AB , BCj CD est 
plus grande que la surface décrite par les côtés ab^ bc^ cd} donc 
la surface sphérique décrite par le quart de la circonférence AD 
est plus grande que la surface décrite par les côtés ab ,bcycd. 
Mais la surface décrite par les côtés ab ^ bc , cd est plus grande 
que la surface décrite par les côtés ab^ b'Cy cK^ K*D' ( lent, suîv, ); 
et la surface décrite par les droites ab^bcj cK y K'D* est plus 
grande que la surface sphérique décrite par l'arc ad, parce que 
ces deux surfaces convexes ont du même côté pour limite la 
circonférence décrite par le point D' , et que la première enve-» 
loppe la seconde (117); donc la surface sphérique décrite par 
l'arc AD est plus grande que la surface sphérique décrite par 
l'arc A'D'. 

On démontrera de la même manière que la surface sphérique 
décrite par l'arc DG est plus grande que la surface sphérique 
décrite ]^r l'arc D'G ) donc la surface de la sphère décrite par 
la demi-circonférence >^Z7 G est plus grande que la surface de la 
sphère décrite par la demi-circonférence A' D'G' ^ donc , etc» 
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LEMME. 

La surface décrite par les droites ab , hc, cde^t plus grande 
que la surface décrite parles droites aby bc, c/f , K D\ 
En effet , puisque Tangle dD'K est droit , rhypoténuM 
dK est plus gr.indc que la droite Z7 '/iC ; mais la surface décrite 
par la droite d K est égale à un rectangle ayant pour base la 
circonférence décrite par le milieu de la droite dK , et pour 
hauteur la droite D'K ( i32), et la surface décrite par la droite 
D'K est égale à un rectangle ayant pour base une droite égale 
à la circonférence AD G , et pour hauteur la droite D^Kf {129]; 
donc la surface décrite par la droite dK est plus grande que la 
surface décrite par la droite D*K) donc la surface décrite par 
les droites ab ^ ^c , cJ est pluB grande que la surface décrite 
par les droites a 6, ^c , cK^ KD\ 

157. Deux secteurs sphériques étant semblables , eu l'un 
étant plus grand que Vautre, la surface sphérique du plus 
grand est plus grande que la surface sphérique de Vautre. 

Qwo les deux secfeurs cireulaires, semblables et concentriques 
jiBCD , A' B' C D' (y%. 91 ) , tournent autour du rayon AD\ 
je dis que la surface sphérique décrite par l'arc AC ^ est plus 
grande que la surface sphérique décrite par l'arc ^^'6". 

Dans Tare AC inscrivons une portion de polygone régulier , 
dont les cotés soient pairs en nombre et ne touchent point l'arc 
A' C , et à l'arc A' C circonscrivons une portion de polygone 
semblable (122); menons les droites CE ^ c F perpendiculaires- 
sur AD, 

La surface décrite par les droites AB ^ BC est égale à un rec- 
tangle, ayant pour base une droite égale à la circonscrite ins- 
crite à la portion de polygone ABCD , et pour hauteur la droite 
AE ^ et la surface décrite par les droites ah ^ bc est égale à 
un rectangle ayant pour base la circonférence inscrite dans la 
portion du polygone abcd, et pour hauteur la droite aF; 
mais la circonférence inscrite dans la portion de polygone ASÇ 
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c«t plus grande que la circonfe'rence circonscrite à la portion 
de polygone abcd , ei AE est plus grand que aF{leTnmesuiv.); 
donc le premier rectangle est plus grand que le second ; donc 
la surface décrite p^r les droites AB , ^O est plus grande que 
la surface décrite par les droites^ ab y bc. Le reste se démontre 
comme dans la proposition précédente. 

L E M M E. 

La droite AE est plus grande que la droite aF\ menons la 
droite c G perpendiculaire sur CE. Puisque l'hypoténuse Ce ^ 
qui est égale à Aa^ est plus grande que cG^ qui est égale à 
JE F , ' il est évident que Aa'\'dE^ EF + aE , c'est-à-dîre 
que AE ^ aF. ^ 

1 58. La surface d'une spîière est égale à un rectangle qui a 

^pour base une droite égale à la circonférence d'un grand cercle 

de Iç sphère , et pour hauteur une droite égale à son diamètre ^ 

Soit le demi-cercle ABC {fig* 9^ ) 5 î® ^^^ ^"® ^ surface 
de la sphère décrite par la révolution de la demi-circonférence 
ABC autour de son diamètre AC est cgale à un î-ectangle JP, 
ayant pour base une droite égale la circonférence d'un grand 
cercle de cette sphère , et pour hauteur le diamètre AC, 

Car si ce rectangle n'est pas égal à la surface de la sphère 
qui a pour diamètre la droite AC , ce rectangle sera égal à la 
surface d'une sphère plus petite ou à la surface d'une sphère 
plus grande. Supposons d'abord que ce rectangle soit égal à la 
surface d'une sphère concentrique plus petite , à celle , par 
exemple y qui a pour diamètre la droite DF, 

A la demi-circonférence , dont DFesi le diamètre, cîrcons^ 
crîvons un derni-polygone régulier , dont les côtés soient en 
nombre pair et ne coupent point la circonférence du demi*cer- 
clé ABC (i2i). Supposons que ce demi-polygone fasse une ré-r 
volution autour du diamètre UjF^ le contour de ce derai-poly- 
goné régulier décrira une surface égale à un rectangle ayant 
t)Qur base une droite égale k la circonférence JPEF , et ^<\^^ 



à It ipinfiict de k «M»dtt conme k ^Mfçi4f^.:iBamkbrûi»3i^ 
pnmiëre est «u qvuiné dfi di«pètre d« UjMqfln^e ; dM(C , eiik 

140. La surface convexe im segment ^hérùfue est éj^ëleé 
un rectangle ayant pour hase une éÉreUè igaîe à la cinsorfirencê 
iun grand cercle delà sphère , et pour hauS!Biir:^^fm i^U^j^eb 
i la hautmtr du segment sphérim», , . 

Q116 le aectenr circuleire AB€ {fig^ SfSy&iH RM -i^Iitf^ 
mlonr da nyon AC; je dit qM le mJ!ifha^Mfk%mf^^^ l^fnf^ 
décrite per Terc AB est %ale à «q meUngle.jP.^yinl pepirbeff 
me droite ^ale à le circonAreiice^ fviii.fpqr ftgrM k4l0ll 
ACy et pour heuteur le droite tAL* . . . .fi 

Cer ei le rèctengle P n'-eet pee^^ 4-to ««rfiM f^^iéifqpf 
décrite per Vmxc AB\ tà\ftc%nf^n^emigfXhli^$9»f9^ 
ri^oe décrite par im erc eemÙeUe |4«ej^^y.op^^.;ilt.eprfoc| 
^heriq[ne décrite ptôr im ert eeeal>leble^pkt4. 9iip^« , 

Que le reclengle P eok ^|el à hieerfkoe e^MrifMe 4^fnte 
pèr ua^ erc èemblaUe plae petit » à . la ifcMaôe déiiippVi par l'arc 
/>j?, pareiemple. 

GircooscrivoDS à l'arc DE une portion du polygone régulier} 
dont les côtes ne coupent point l'arc AB (laa). Menons les 
droites BL , jK" il/ perpendiculaires sur' AC\ la surface déente 
par les droites GH ^ HK sera égalé à un' rectangle ayant pour 
Base la circonférence DE , et pour hauteur la droite GM. Mais 
la circonférence DE est plus petite que la circonférence AB^ 
et la droite GM est plus petite que la droitev/Z. ( 157 lem.) ; donc 
le rectangle qui a pour base une droite égale à la circonférence 
DE , et pour hauteur la droite GM^ est plus petit que le rec- 
tangle P ^ mais par sujppesition , le rectangle P est égal k le 
surface décrite par l'arc DE ; donc la surlace décrite par les 
droites GH , HK est plus petite que la siirface décrite per l'^re 
DE} ce qui est impossible (157); donc le rectangle P n^est 
pas plus petit que la surface décrite par l'arc AB. "' 

Que le rectangle P soit plus grand que la surface spbérique 
décrite par f arc A,B^ "supposons qu'il soit égal à la surface 
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«pliériqne .décrile par nn arc semblable plus grand , à la 6aii« ^ 
face décrite par l'arc G' K\ paf esiemple. 

Daiis Parc G' K^ inscrivons une portion de polygone régulier 
dont les côtés ne touchent point l'arc j4B (120) ; menons KN 
perpendiculaire Sur le rayon G'C. La surface décrite par 1rs 
droites G' H\ W K' sera égale à un rectangle ayant pour 
base une droite égale à la circonféreace inscrite dans la pcr«* 
tîon de ce polygone régulier G' H' K' C \ et pour hauteur là 
droite G*N, Mais la circonférence inscrite dans la portion de ce 
polygone régulier est plus grande que la circonférence qui a 
|)our rayon AC y et la droite G'iVest pMs grande que la droite 
AL (104 lem. ) ; donc le rectangle qui a pour base une droite 
^gale à la circonférence inscrite dans la portion de polygone 
régulier G' H'K Ù , et pour hauteur G' N, est plus grand que 
le rectangle P ^ mais^le rectangle P est, par supposition y égal 
k la surface décrite par Tare G'A' 5 donc la surface décrite par 
les droites G^ ff^ H'K' est plus grandt que la surface décrite 
par Tare G' K\ ce qui est impossible (117) ; donc le rectangle 
P n'est pas plus grand que la surface décrite par Tare AB-^ mais 
il n'est pas plus petit ^ donc il lui est égal. Donc , etc. 

COROLLAIRE. 

Il suit de-là , que la surface convexe d'un segment sphériqae ^ 
eét égale à un cercle qui a pour rayon la droite AB {fig'^) y 
menée du sommet du segment A à la^ circonférence de sa base* 

Car , puisque ^iD \ AB W AB : AE (B. 112), on aura \AD :« 
AB :: ^AB : AE j mais ^ AD : AB :: cir. { AD : cir. AB 
(87); donc cir. { AD : cir. AB \\ \ AB \ AE -y donc le 
rectangle cir. ^ AD X AE est égal au recî angle cir. AB X 7 
AB (73) ; mais le rectangle cir. ~ ^D X AE est égal à la sur- 
face sphérique décrite par l'arc Ab\ donc Je rectangle cir. AB 
J< ^ AB est égal à cette même surface^ mais le rectangle *cir. -. 
AB X \AB^%\. égal au cercle qui apour rayon la droite^^ (88); 
donc la surfaee eonvexe d'un segment sphérique esU égale à un 
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œrcle qui « pour rayon la droite menée 4& sommet du seg« 
ment à la circonférence de sa base. 

Il suit évidemment de-là • que dans la même sphère , ou dans 
deux sphères, les surfaces convexes des segments sphériques 
sont entre elles comme les quarrés des droites , menées des som« 
mets du segment aux circonférences de leurs tiases } et que li 
surface convexe d'un segment est à sa hase, comme le quarré de 
la droite , menée du sommet du segment à la circonférence de sa 
base , est au quarré du rayon de sa base (90). 

Il *suit encore de-là que pour partager une sphère en deux 
segmens dont les surfaces soient entre elles comme m est a n , 
il faut partager le diamètre AD de la Sphère en deux par* 
ties DE , EA ; de manière que DE * EA ;; m t n , et par le 
point E conduire un plan perpendiculaire sur AD, En effet , 

puisque BD : BA V. DE : EA{^. 1 12) , et que cer. BD : cer* 
BA \l DE ! EA , il est évident que la surface décrite par l'ard 
BD sera à la surface décrite par l'arc BA comme DE e$t à EA ^ 
et par conséquent comme m est à n. 

141 • La surface d^une zone est égale à un rectangle qui a 
pour base une droite égale à la circonférence d^un grand cer-* 
de de la sphère , et pour hauteur une droite égale à la portion 
d*un diamètre comprise entre deux droites qui lui sont perpen-* 
diculaires , et qui embrassent cette zone. 

Soit la zone décrite par l'arc CB {fig. 94 ) ; des extrémités de 
l'arc CB , menons les deux droites BE , CF perpendiculaires 
sur 1« diamètre AD) je dis que la surface de la zone décrite par 
l'arc CB est égale à un rectangle ayant pour base une droite 
égale à la circonférence ACD et pour hauteur la droite EF, 

Puisque la surface convexe du segment sphérique décrite par 
l'arc AC est égale à un rectangle ayaut pour base une droite 
égale à la circonférence ACD , et pour hauteur la droite AF ^ 
et que la surface du segment sphérique décrite par l'arc AB est 
égale à un rectangle ayant pour base une droite égale à la cir- 
conférence ACD , et pour hauteur la droite AF , il est t- vident 
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^ue la différence des surfaces convexes de ^es deux scgmeas 
sphériques sera égale à la différence de ces deax rectangles qui 
ont la même base; mais ja différence des surfaces convexes de 
ces deux segmens sphériques est égale à la zone décrite par l'arc 
BC, et la différence de ces deux rectangles est égale à un rec- 
tangle ayant pour base une droite égale à la circonférence v^CZ>, 
et pour hauteur la différence des droites uiF^ AE , c'est-à-dire, 
la droite EF-^ mais la droite EFest la portion du diamètre com- 
prise entre les droites -5i?, CF qui lui sont perpendiculaires et 
qui comprènent l'arc J5C; donc la surface de la zone décrite par 
l'arc BC est égale à la surface d'un rectangle ayant pour base 
une droite égale à la circonférence ACD , et pour hauteur la 
portion du diamètre comprise entre les deux droites BE y CF^ 
qui lui sont perpendiculaires et qui comprènent l'arc DC \ 
donc , etc. 

i4^» Un solide S étant plus petit qu'un cjlindre droit, ou 
oblique , on peut toujours inscrire dans ce cylindre un prisme 
plus grarul que le solide S. * 

Soit le cylindre , dont la base est le cercle ABCD {f^, 5o) ; 
dans le cercle ABCD, inscrivons le quarré HKLM ^ ce quarré 
étant là moitié du quarré circonscrit , sera plus grand que la 
moitié du cercle ; que ce quarré soit la base d'un prisme ins- 
crit; ce prisme, étant moitié du prisme qui a pour base le quarré 
circonscrit (106 cor, ) , sera plus grand que la moitié du cylin- 
dre y qui est plus petit que le prisme circonscrit. Partageons les 
arcs HK , KL^ LM , MH en deux parties égales , et menons 
les cordes HB , BK , KCyCL, LD, DM, MA, AH, cha- 
cun des triangles HBK, KCL , LDM , M AH, sera plus grand 
que la moitié du segment de cercle où il est placé {^^)} que 
ces triangles soient les bases d'autant de prismes inscrits dans 
le cylindre , chacun de ces pHsmes sera plus grand que la moitié 
du segment cylindrique dans lequel il est inscrit. £n effet , par 
les points AyB,C,D, menons des parallèles aux droites MHf 
, UK , KL , LM, et sur les droites MH, UK, KL, LM, et 
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•atrt cis pmlleles foiiatniifloi». des nctanglet } 4^ ^^ '^^ 
teogle» Mient ks basas d'amant d« p^aWIt^pëdesJMBhi^ii^ 
yrisme triangnlaiii , tpn est la moitiMu paralMU^pîpëde mvil efl|;: 
j^acëCioGcorOySeraplosgrandqpiekmoitîëdtt wgment^û^i^ . 
Jriqae comtpondant , parca qaè ce segment trjrlmdrifaeastjAik ' 
petit que la parall^iîpipède oh il est *placé; donc la 8onâtme.da|l 
prismes triangulaîrés sera pins grande que la 'moitié -de I| . 
aomme des segmena cylindriques. PartagciMis les avcsMètaai 
an deux parties égales , et joignons lèiïrs eztrémitésr par dl)( 
cordes /' oia aura de noureanx prismes triaogulairea , daat IK # 
aomme sera pins grande que moitié de la somme des ngiùÊÙ 
cylindriques correspondans dans' lesquéb ils sont placés; -CMi* ^ 
tiaaotts'de faire la méine chose» jusqu'à ce qu'il reste oeHÂI' 
aegmens cylindriques , dont la somme soit plus peiiiB qttê)'i9(A^ 
ces du cylindre sur le solide 5 (85) , etjsupposons que ces éèg^ 
mens cylindriques restahs soient ceux (pi ont jjipur bases les 
segmens circulaires AH , HB , ÉK j cet, Puis^^iie te somiine d^ 
ces segmens cylindrîqueis , c'est-à-dire |, puisque le cylindre 
moins le prisme , qui a pour base le ]}o\jg^peAHBK CL DM est. 
plus petit que le cylindre moins le solidif'^ , il est évident qup 
le prisme , qui a pour hase le polygone ÂHÉKCLDM^ est plus 
grand que le solide 5; donc, etc. 

145. Un solide S étant plus grand qiCun cylindre droit ou 
oblique , on peut toujours circonscrire à ce cylitidre un prisme 
plus j^tit que le solide S.' 

Soit le cylindre, dont le cercle ABCD {fg> Sa) est la hase. 
Circonscrivons un quarré au cercle ABCD} le quarré inscrit* 
étant la moitié du quarré circonscrit , le cercle sera, plus grand 
que la moitié du quarré circonscrit. Mais le prisme , qui ^ poar 
base le quarré inscrit , est la moitié du prisme qui a pour base le 
qiiarré circonscrit ( ipôcor.) ; donc le cylindre est plus grand c|iie 
la moitié du prisme circonscrit. Par les poinU J^B ^ C , D , wir 
lieux des arcs HM, HK.KI^^ LM, menons des tangentes TFs 
XV j etcî le triangle jTP/^sera plus grand que la somme des 
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triangles ATM j AVM (87); donc le prisme, quia pour base» 
TPf^ ^ sera plus grand que la somme des prismes qui ont pour 
base les triangles ATM ^ AVH ^ et à plus forte raison que 
la somme des solides ^ qui ont pour bases les surfaces comprises; 
entre les droites HVy VT^ TM , et Tare HM ^ par la même 
Maison , les prismes qui ont pour bases les triangles XQ F, ZRA ■ 
B'SC j seront plus grands que les solides , qui ont pour bases 
les surfaces comprises entre les droites HX , XY , YZ , ZA' , 
A'b\B*C* y C^M, ctVsLTcHKLM'f doncla somme des prismes, 
qui ont pour bases les triangles TPFy XQY y ZRA' , B'SC 
est plus! grande que la somme des solides , qui ont pour bases les 
surfaces dont nous venons de parler. Donc la somme des prismes 
qui ont pour base TPTy XQY ^ ZRA' y B' S Ù , est plus 
grande que la moitié de la somme des solides , qui ont ^^our 
bases les surfaces comprises entre les côtés du quarré circons- 
crit et la circonférence ABCD. Par les milieux des arcs restans , 
menons des tangentes ; on aura de nouveaux prismes triangu- 
laires^ dont la somme sera plus grande que la moitié de )a 
somme des solides , qui auront pour bases les surfaces comprises 
entre les côtés du polygone Tf^XYZA'B'C et la circonférence 
BBCD. Continuons de faire la même chose , jusqu'à ce qu'il 
xeste certains solides , dont la somme soit plus petite que l'excès 
du solide S sur le c^^lindre (85) , et supposons que ces solides 
restans soient ceux qui ont pour bases les surfaces comprises 
entre le contour du polygone TFXYZA'B' C et la circon- 
férence ^-ÔC/>. Puisque la somme de ces solides restans, 
c'est-à-dire puisque le prisme qui a pour base le polygone 
TVXYZA'B*C , moins le cylindre est plus petit que le solide 
S, moins le cylindre , il est évident que le prisme, qui a pour 
bas6 le polygone TVXYA*B'C est plus petit que le solide 5; 
donc, etc. 

l44' ^^ solide S étant plus petit qiCvn c6ne droit ou ohJi^ 
que , on peut toujours inscrire dans ce cône une pyramide plus 
grande que le solide S. 

CJÊOMÉTRIE. 8 

/ 
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l'/fj- In ÈoliJe S cianl plus grand quun cône droit ou obîi" 
que , on peut toujours circonscrire à ce cône une pjrramidc 
plus petite que le solide S. 

Ces deux propositions se démontrent de la même manière que 
les deux précédentes. 

1 46. Vn cylindre droit ou oblique est égal à un prisme trian- 
gulaire droit, ayant pour hauteur celle du cylindre , et pour 
base un triangle-rectangle , dont un des côtés de l'angle droit 
est égal à la circonférence de la base du cylindre , et dont 
Vautre côté de l'angle droit est égal au rayon de cette même 
base. 

Soit le cylindre dont la base est le cercle ABCD {fig» 5o); 
soît aussi le triangle EFG , rectangle trx F ^ que le côté FG 
soit égal à la circonférence de la base du cylindre , et que le 
côté EF soit égal à NM ; supposons que sur EFG on ait cons- 
truit un prisme triangulaire droit , dont la hauteur soit égale à 
celle du cylindre y je dis que ce prisme est égal au cylindre 
qui a pour base le cercle ABCD, 

Car si ce prisme n'est pas égal à ce cylindre, il est plus grand 
ou plus petit; qu'il soit plus petit. Dans le cylindre qui a pour 
base le cercle ABCD , inscrivons un prisme qui soit plus grand 
que le prisme, qui a pour base le triangle EFG (142), et que la 
base de ce prisme soit AHDKCLDM'j ce prisme sera égal à un 
prisme triangulaire de même hauteur, ayant pour base un trian- 
gle-rectangle, dont un des côtés de l'angle droit est égal au cou- 
tour de ce polygone , et dont l'autre côté de l'angle droit est égal 
à la perpendiculaire MR, menée du point A^sur un des côtés du 
polygone inscrit; car ces deux prismes auront des bases égales et 
des hauteurs égales (106 cor.); mais le contour du polygone 
inscrit est plus petit que la circonférence ABCD , c'est-à-dire 
que la droite FG^ et la perpendiculaire NR, est plus petite que 
EF; donc le triangle-rectangle , dont un des côtés de l'angle 
droit est égal au contour du polygone inscrit , et dont l'autr*. 
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%èiê de l'angle droit est égal à NR , est plus petit qiie le triangle 
EFG ; donc le prisme triangulaire _, qui a pour base un trian- 
gle-rectangle I, dont un des côtés de Tangle droit est égal au 
contour du polygone inscrit, et dont l'autre côté de l'angle droit 
est égal à NR , est plus petit que le prisme qui a pour base le 
triangle EFG; donc le prisme inscrit est plus petit que ce 
dernier prisme; mais, au contraire, il est supposé plus grand , 
ce qui est impossible; donc le prisme , qui a pour base le triangle 
EFG, n'est pas plus petit que le cylindre. 

Qu'il soit plus grand ; circonscrivons au cylindre unr prisme 
^m soit plus petit que le prisme, qui a pour base le triangle 
EFG ( 143) , et que la base de ce prisme soît le polygone 
T J^ X-Y Z A^ B' C\ Le prisme circonscrit sera égal à un prisme 
triangulaire de même hauteur , ayant pour base un triangle- 
rectangle, dont un des côtés de l'angle droit est égal au contour 
du polygone circonscrit, et dont l'autre côté de l'angle droit est 
égal à NM , c'est-à-dire à EF ( io6 con) Mais le contour du 
polygone circonscrit est plus grand que la circonférence ABCD^ 
c'est-à-dire que la droite FG\ donc le triangle - rectangle , dont 
un des côtés de l'angle drXit est égal au contour du polygone 
circonscrit , et dont l'autre côté de l'angle droit est égal à EF, 
est plus grand que le triangle EFG ) donc le prisme , qui a pour 
Jbase un triangle-rectangle, dont un des côtés cl« l'angle droit 
est égal au contour du polygone, et dont l'autre côté de l'angle 
droit est égal à NM , est plus grand que le prisme qui a pour 
base le triangle EFG*, donc le prisme circonscrit est plus grand 
que ce dernier prisme ^ mais, au contraire , il est plus petit, 
ce qui est impossible ; donc le prisme qui a pour base le trian- 
gle EFG , n'est pas plus grand que le cylindre ; mais on a dé- 
montré qu'il n'est pas plus petit; donc il lui est égal; donc, etc. 

COROLLAIRE. 

II suit de-là , i^ que les cylindres qui ont des' bases égales , et 
de hauteurs égales , sont égaux ; , 



/ 
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A^ Qq« les eylindres , qui ont des Bases égales , sont entre 
enx comme leurs hauteurs ; 

5® Que les cylindres y qui ont des hauteurs égales, sont entre 
eux comme les bases; 

4^ Que les cylindres égaux ont leurs bases réciproquement 
proportionnelles à leurs hauteurs; et que les cylindres qui odI 
leurs bases réciproquement proportionnelles à leurs hauteurs , 
sont égaux. 

Toutes ces conséquences se déduisent du corollaire de la pro- 
position lof» 

l47* Les cjrlindrei àêmblahîes t droite ou obliques ^ sont 
entre eux comme tes cubes des diamètres de leurs bases. 

Si les cylindres sont droits , cela èftt évident ; en effet , les 
primes triangulaires , auxquels les cylftldres sont égaux , étant 
«lors des figures semblables , ces priâmes seront entre eux 
comme les cubes de leurs côtés homol(ig.ues (107 cor.)j et par 
conséquent, comme les cubes des.rayons des bases de ces cylin- 
dres ', donc les cylindres droits et Selnblables sont entre eut 
comme les cubes des rayons de leur.s bases, et par conséquent 
comme les cubes des diamètres de leurs basés. 

Que les cylindres soient obliques ; les axes de ces cylindres 
étant proportionnels à leurs hauteurs , il est évident que les 
prismes triangulaires , auxquels ces cylindres sont égaux , seroiit 
encore semblables entre eux; donc ces prismes seront entre eux 
comme les cubes des rayons des bases des cylindres; donc ces 
cylindres seront entre eux comme les cubes des rayons de leurs 
bases, et par conséquent comme les cubes des diamètres de leurs 
bases; donc, etc. 

COHOLLAinS. 

Il suit de-là que les cylindres, sans étrei»emb]ables, sont en- 
core entre eux comme les cubes des diamètres de leurs bases, 
lorsque les diamètres de leurs bat eè sont proportienaela à leurs 
hauteurs. 
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146* Vi% cône est le iiers ^im cylindre dé même base et de 
même hauteur. 

Que le cercle ABCD (fig. Sa ) soit la base d'un c&iie 0% d'un 
cylindre; que leurs hauteurs, soient égales } je dis que le cdne 
est le tiers du cylindre. 

Car si le cylindre n'égale pas le triple du cône , il sera plos 
grand que le triple de ce cône^ ou il sera plus petit } qu'il soit 
plus grand. Inscrivons dans le cylindre un prisme plus gran4 
que le triple du cône ( i42)> ^t que ce prisme soit celui dont la 
base est le polygone AEBFCODH, 

Puisque le prisme, qui a pour base le polygone AEBFCGDIT, 
est le triple de la pyramide qui a pour base ce même polygone , 
et le piéme sommet que le cône ( 1 13 cor.) y et que le prisme^ 
qui a pour base le polygone AEBFÇGDH e)st plus grand que 
le triple du cône , il est évident que la pyramide est plus grande 
que le cône ^ mais elle est au contraire plus petite , ee qui est 
impossible; donc le cylindre n'iSil pas plus grand que le triplft 
du cône. 

Que le cylindre soit plus petit que le triple du cône \ alors te 
cône sera plus grand que le tiers du cylindre. 

Inscrivons^ dans le cône une pyramide plus grande que le tiers 
du cylindre , et que cette pyramide soit celle dont la base est le 
polygone AEBFCGDIi (142). 

Puisque la pyramide, 4}ui a pour base lefoiyQoneAEBFCGDIt 
est le tiers du prisme qui a la même base , et que la pyramide 
est plus grande 4}Ufï le tiers du cylindre , il est évident que le 
tiers de ce prisme est plus grand que le tiers du cylindre ; donc 
le prism« est plus grand que le cylindre ; mais , au contraire, il 
est plus petit , ce qu^ est impossible } donc le cylindre n^est pas 
plus petit que le triple dU'CÔae ; mais il n'est pas plus grand ; 
donc il lui est égal; donc, etc. 

SP|l9JLf«.AIll£. 

Il suit dei-là , et du corollaire âe la proposition i46 , 1* que les 
cônes qui ont des ba^^ égales H dos {liui^eurs i^A^% > ^o\^^ é^>».% 
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3® Que les cônes qui ont des bases égales , sont entre enz 
comme leurs baatenrs ; 

'6^ Que les cônes ppi ont des hanteors égales , sont entre evx 
comme leurs bases; 

4^ Que les cônes égaux ont leurs bases réciproquement pro- 
portionnelles à leurs bauteurs; et que les cônes , qui ont leurs 
bases réciproquement proportionnelles à leurs hauteurs , sont 
égaux ; 

5^ Que les cônes semblables , et ceux qui ont les diamètres 
de leurs bases proportionnels â leurs hauteurs , sont entre eux 
comme les cubes des diamètres de leurs bases. 

i49* Soient les deux rectangles ABCD,'bEFG (/^. gS); 
que le premier soit le plus grand; que les bases AB, fi£ ^ 
ces rectangles , soient proportionnelles à leurs hauteurs ; je dis 
que la différence de ces deux rectangles est égale à un rectan- 
gle ayant pour base la somme des bases des deux rectangles 
ABCD , BEFG , et pour hauteur la différence des hauteurs de 
ces mêmes rectangles. 

Achevons le rectangle DE', faisons BL e'gal à BE ^ et par le 
point L , menons LN parallèle à AD , et prolongeons la droite 
F G ; le rectangle BM sera égal au rectangle BF. 

Puisque AB : BE \\ BC \ BG , le rectangle AGsera égal au 
rectangle BH ('j?)) , et par conséquent au rectangle LC ^ donc 
AG—LG = LC—LG', donc A M=zMC=GH. Mais^C — 
B F :=AC— LG =^ KC + AM, mais AM= GH} donc AC-- 
BF—KC+ GH=: KH. Mais KFz=^AB + BE et KD = BC 
— BG ; donc la différence des deux rectangles ABCD , BEFG 
est égale à un rectangle ayant pour base la somme des bases 
des deux rectangles ABCD , BEFG , et pour hauteur la dif- 
lérence des hauteurs de ces mêmes rectangles. Donc, ect. 

l5o. Si dans la demi-circonférence de cercle ADG (fg. 96), 
on inscrit un demi-jmljgone régulier ABCDEFG d'un nombre 
pair de cotes , et si ce demi-cercle KDGfait une révolution au 
tour de son diamètre AG , ce demi-poljgone engendrera un 
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solide égal aux deux tiers d* un cylindre ajrant pour base le 
cercle inscrit , et pour axe le diamètre AG du demi- cercle. 

Du point B et du point L , milieu de AB , menons Jcs 
droites BK , Z/M perpendiculaires sur AG ; du centre jfiT, 
conduisons les droites -^i5, HL ] je dis d'abord que le solide 
engendré par le triangle HAB est égal aux deux tiers -•d'un 
cylindre ayant pour base le cerclé inscrit , et pour axe la droite 
AK , c'est-à-dire au solide \ cer. HL X AK (*). 

Le solide engendré par le triangle-rectangle HBK étant un 
cône droit , ce solide sera égal à un tiers d'un cylindre droit , 
ayant pour base cer. BK y et pour axe la droite HK ( i44 ) ^ 
par la même raison , le solide engendré par le triangle-rectan- 
glp ABK sera égal au tiers d'un cylindre droit , ayant pour 
base cer. BK , et pour axe la droite AK} donc la somme des 
solides engendrés par les deux triangles HBK , ABK , c*esti-à- 
dire par les triangles\^^.5, est égalé au tiers d'un cylindre droit, 
ayant pour base cer. BK , et pour axe la droite HA , c'est-à- 
dire que ce solide sera égal à j cer. BK X HA. Appelons S le 
solide engendré parle triangle Z^^^, nous aurons »? = y cer.2?/C 
X HA, Mais cer. BK = cir^ BK X ^ BK (88) ^ donc 5 =| 
cir. BK X{BK XHA='^ cir. BK X BK X HA. Mais 
c\r.BK=2 cir. i:iï/(i33) jdonc S—\ cir. LMx. BK X HA, 
Mais les triangles semblables ABK, H AL donnent BK \ BA 
:: HL : ha y donc BK X ha = BAxHL{ 73) 'y donc 5= 
y cir. LM X BA X HL. Mais les deux triangles semblables 

' (*) An lieu d'écrire : le cercle ou la circonférence , dont AB est le rayon 
j'écris cer, AB , ou cir, AB, Ah lien d'écrire : le cyUnâre gui a pour baim 
le cercle, dont AB est le rayon , et pour hauteur la droite CD , j'écris : le 
cyliiuire cer, AB x CD , ou simplement cer. AB x CD ; au lieu d'érrirc : le 
rectangle qui a pouc base une droite égale à la circonférence, dont AB est 
le rayon , et pour hauteur la droite CD ; j'écris : le rectangle cir, AB x CD, 
ou simplement cir, AB x CD, 

Puisque U rectangle cir. A B x{A B est égal au cercle, dont AB esilû 
rayon (88) *, au lieu de cir. AB x jAB , on peut écrire cer. AB , et récipro" 
quement. 
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IILM, BKA donnent BA\ AKwBL \ LM-, dmc BA : KA 
:: cir. EL : cir. LM ( 87) ; donc cir. LM X BA =2 cir. EL 
X KA. Donc 5 =f cir. HL X KA X J2L. =| cir. EL;Xk 
HL X /C^. >îais cir. EL X.^EL= cer. J5fL (88) } donc 5 
=:jceT.ELxAK. 

Du point jP menons la droite FN perpendiculaire sur AG} 
nous démontrerons de la même manière que le solide engendre 
par la révolu tton du triangle EFG est égal aux deux tiers d'aa 
cylindre droit y ayant pour base le cercle inscrit , et ponr aie la 
droite G A'. 

Du point Cet du point O , milieu de BCj menons les dmte» 
CP y OQ perpendiculaires sur AG , et la droite BR perpendi- 
culaire sur CP , prolongeons les droites G A , CB qui se ren- 
contreront en un point S , et joignons EC» 

Le solide engendré par le triangle EOS , sera égal au tiers 
d'un cylindre droit ayant ponr base cer. CP , et ponr axe la 
droite ES^ c'est-à-dire que ce solide sera égal à ^ cer. CPyc^AS'y 
elle solide engendré par le triangle HBS sera égal à ^-cer. BKY, 
IIS. Appelons S le solide engendré par la révolution du trian- 
gle IIBC-, on aura S = } cer. CP X ES — | cer. BK X HS = 
■; (cer. CP—cer.BK) X IIS=^ ( cir. <?P Xf CP— cir. BK X 
1 BK ) HS = ; ( cir. CPy^CP — cir. BK X BK) ES. Mais 
cir. CP XCP — cir. BK XBK={ cir. CP -f cir. BK ) ( CP 
— BK ) (1/19} , et ( cir. CP + cir. BK ){CP — BK)=i cir. 
OÇX 6'i?(i52);donc^==:^X2cir. OÇx CRxES=\cn. 
OQ x CR X ES. Mais les deux triangles semblables CBR, 
EOS donnent CR l CB II EO : ES ; donc CR X ES z= CB 
X EO ; donc S = '^ cir. OQxCBxEO; mais les triangles 
sciablables CDR , COQ donnent CB : 5/î :: HO : OQ-^ donc 
en : BR :: cir. EO : cir. OÇ ; donc cir. OQ X CB = cir. 
7/0 X BK ~ rir. //O X KP ; donc 5" = ! cir. EO X KP X 
110 — ; cil . //O X EOX KPz=z^. cir. EOXiEOX KP y 
mais cir. JIOX{HO = cer. //O ^ donc 5=f cer. HO X A'P. 
Donc le solide engendré par la révolution du triangle EBCesX 
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^gal aux deux tiers d'uii cylindre ayant pour base le cerclé 
inscrit, et pour axe la droite i^JP. 

Des points D , E menons des perpendiculaires sur AG } 
puisque le nombre des côtés du demi-polygone est pair , il est 
évident que l'une des perpendiculaires menée des angles de ce 
demi-polygone passera par le centre. Nous démontrerons de la 
même manière que les solides engendrés par la révolution des 
triangles HCD , HDE , HGF seront égaux aux deux tiers d'au- 
tant de cylindres ayant pour base le cercle inscrit , et pour axef 
les droites PH , HT , 7W; donc le solide engendré par ki 
révolution de tous les triangles qui ont pour bases les côtés du 
demi-polygone , est égal aux deux tiers ^d'un cylindre ayant 
pour base le cercle inscrit y et ponr axe le diamètre du demi- 
polygone. 

1 5 1 . Une sphère est égale aux deux tiers (Tun cjrlindre 
droit ayant pour base un des grands cercles de cette sphère | 
et pour axe le diamètre de cette même sphère. 

Soit le demi-cercle ABC {fig. 92) 5 que le point JP soit te 
centre ; que ce demi-cercle fasse une révolution «mtoar de son 
diamètre AC'y ce demi-cercle engendrara unespbëre, dont AC 
sera le diamètre 5 }e diîs que cette sphère sera égale aa solide ^ 
cer. PAyC. AC. 

Que cela ne soit pas; le solide | cer. PA X AC sera égal à 
une sphère plus grande, ou à une sphère plus petite ; que ce 
solide soit égal à une sphère plus petite , qu'il soit égal , par 
exemple , à la sphère concentrique , dont DF est le diamètre. 
A la demi-circonférence Z>:B F circonscrivons un demi-poly- 
gone régulier , dont les côtés soient pairs en nombre , et ne 
coupent point la demi-circonférence ^i^C; ce demi-polygone, 
en tournant autour de GO , engendrera un solide qui sera égal 
au solide f cer. PD X G0{\5iy} mais cer. PD est plus petit que 
' cer. PA , et GO est plus petit que AC] donc le solide |cer. 
.PD yc^GOt^i plus petit que le solide cer. PA X -^C \ v^t^^ > \'^^ 
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supposition , le solide | cir. PA X AC est égal à la sphère , dont 
/>F est le diamètre; donc, le solide engendré par la révolution 
du demi-polygone GHK LMNO est plus petit que la sphère, 
engendrée par la révolution du demi-cercle DEF , ce qui est 
impossible; donc le solide j cer. PA X ^C n'est pas plus petit 
que la sphère engendrée par la révolution du demi -cer- 
cle ABC. 

Que le solide -f cer. PA X AC soit égal à une sphère plus 
grande que la sphère engendrée par la révolution du demi-cercle 
ABC'y qu'elle soit égale, par exemple , a la sphère concentrique, 
engendrée par la révolution du demi-cercle G'L'O'^ inscrivons 
dans la circonférence G'UO' un demi- polygone régulier , dont 
les côtés soient pairs en nombre, et ne touchent pas la demi- 
circonférence ABC (120) ; menons la droite PQ perpendicH- 
laire sur G' H' ; le demi-polygone régulier G' H' K* Il 3/f N' 0\ 
en tournant autour du diamètre G' 0\ engendrera un solide qui 
sera égal au solide j cer. PQ X G' O' \ mais cer. PQ est plus 
grand que cer. PA ^ et G' O' est plus grand que^C; donc le 
solide y cer. PC) X G' O' est plus grand que le solide j cer. 
PA X AC ) mais \ cer. PA X AB est égal au solide , engendré 
par la révolution du denri-cercle G' Ll O' ) donc le solide, en- 
gendré par la révolution du demi-polygone G' lï K' L' M' N' 0\ 
c.*ît plus grand que la sphère engendrée par la révolution du 
demi-cercle G' TJ O' , ce qui est impossible ; donc le solide | 
cer. PA X AC n'est pas plus grand , que la sphère dont AC est 
le diamètre; mais nous avons démontré que ce solide n'est pas 
plus petit; donc le solide f cer. PA X AC est égal à la sphère , 
dont AC est le diapiètre ; donc , etc. 

COROLLAIRE I. 

Puisque la sphère est égale au solide y cer. PA X ACy que 
^cer. P^X-^C= 2 cer. PA X 3 .^6'= 4 cer. PA X -^AC^ 
et que quatre grands cercles égalent la surface de la sphère, il 
est évident que la sphère est égale a un cylindre droit, avant 
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pour base un cercle égal à la surface de Ja sphère , et pour axe 
]a sixième partie 4u diamètre , ou le tiers du rayon , ou bien 
à un cône droit ayant pour base un cercle égal à la surface de 
la spl)ère , et pour axe le rayon de la spbère. 

COROLLAIRE II. 

La sphère étant égale aux deux tiers d'un cylindre , ayant 
pour base un grand cercle de la sphère , et pour axe le dia- 
mètre de cette même sphère , il est évident que la sphère est 
égale aux deux tiers du cylindre circonscrit à cette sphère. 

Que S , s soient deux sphères ; C , c deux cylindres circons- 
crits à ces sphères , et D,d les diamètres de ces mêmes sphères ; 
on aura5 = | C,5 = | c; donc$ ySlljCljdlClc; mais 
les cylindres C, c sont semblables, puisque les diamètres de 
leurs bases sont égaux aux axes; donc Clc II V^ l d^ {1^6 cor,); 
donc S l s II D^ l d^ 'y donc les sphères sont entre elles comme 
les cubes de leurs diamètres. 

i52. Un secteur sphérique est égal aux deux tiers d'un cj''^ 
lindre droit, ajrant pour base un des grands cercles de la sphère , 
et pour axe la hauteur du segment. 

Soit le secteur circulaire CjàB(^Jig,g5), menons la droite BL 
perpendiculaire sur le rayon j4C} que ce secteur fasse une révo- 
lution autour du rayon AC'y ce secteur engendrera un secteur 
sphérique ; je dis que ce secteur sphérique sera égal au solide f 
cer. ACXJL. 

Que cela ne soit pas; le solide f cer. AC X -AL sera plus 
grand ou plus petit que le secteur sphérique , engendré par la 
révolution du secteur circulaire CAB. Qu'il soit pins petit , et 
qu'il soit égal au secteur sphérique , engendré par le secteur 
circulaire CDE ; menons la droite JSAf perpendiculaire sur le 
rayon AC, et circonscrivons à V arc DE une portion de poly- 
gone régulier, dont les cotés soient pairs en nombre, et né 
coupent pas l'arc AB (121). Le solide, engendré par la portion 
de polygone régulier CGHK sera égal au solide | cet, CD X 
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OAf(i5o); mais cet. CD est plus petit ^e cer. C^^etlH^ 
droite GM est plad petite que la droite jiL (91); doncikl^ 
solide f cer. CD X OM est plus petit que le solide y ccr.l^ 
j4B X ^^ ; mais le solide | cer. AC X >^i^ , est égal ai) 8eo-|^ 
leur engendré par la révolution du secteur circulaire CDE\ 
donc le solide engendré par la révolution de la portion de polj- 
goae régulier CGHK , est plus petit que le secteur sphériqne 
engendré par la révolution du secteur circulaire CDF,, ce qtù 
est impossible. Donc le solide f cer. CA X AL , s'est )>a8 plus 
petit que le solide engendré par la révolution du secteur circik- 
laire CAB. 

Qu'il soit plus grand , et que le solide f cer. AC X AL soit 
égal au secteur sphérique engendré par la révolution du sec- 
teur circulaire C'G*K\ Menons la droite K'N perpendiculaire 
sur le rayon AC , et la droite CF perpendiculaire sur G'Jt ; 
et dans l'arc G'K' inscrivons une portion de polygone régulier 
dont les c6tés soient pairs en nombre , et ne touchent pas l'arc 
AB, Le solide , engendré par la révolution de la portion de po- 
lygone CG'H'K\ sera égal au solide f cer. CF X G'J\^' Mais 
cer. CF est plus grand que cer. AB , et G'iVest plus grand que 
AL ( iZj lent.) ; donc le solide f cer. CF X G'ilf est plus grand 
que le solide y cir. AC X AL, Mais ce dernier solide est égal , 
par supposition , au secteur sphérique , engendré par la révolu- 
tion du secteur circulaire CGHK! \ donc le solide, engendré par 
la révolution de la portion de polygone régulier CG'H'YJ , est 
plus grand que le solide engendré par la révolution du secteur 
circulaire C G' K' , ce qui est impossible 5 donc le solide | cer. 
AC X AL n'est pas plus grand que le secteur sphérique , en- 
gendré par la révolution du secteur circulaire CA C ; mais il 
u'est pas plus petit ; donc il lui est égal ) donc , etc. 

COROLLAIRE. 
Puisque ToxIb \\ AD : AE {f^, 94 ) (B. ifô) , on aura 

AG : AB :: :; ad : AE :: \ag:ae::AG:2 ^js", parce 
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que AG = i AD( 90). Mais AG] AB :: cer. AG t ccr. AB j 
^onc cèr. AG ! cér. -<^i? :t AG \ 2 ^i^/ donc u cer. >^G X 
^£: = cer. ABXAG{ 75 ) j dbiid J cer. -^G X /^iE =± f éer< 
.^id X -^Gé Mais le secteur sphérique engendré par la révolution 
clir secteur circulaire GAB > est égal, au cylindre ^ oer. u^G X 
AIE; donc ce même secteur sphéri(|ue est égal au cylindre ^ eer* 
AB X AG y c'est-à-dire au cylindre c^er. AB X ^ >^G ) mafiji 
cer. AB est égal à la àurface coilvex« de ce secteur aph^î- 
que ( l4o cor, ) ; donc un secteur isphérique est égal à .uncylâ»» 
dre ayant pour base îtb terelë égal à !& sutfâce doïiyete du se^^ 
znent , et pour axe le tiers du ràyou de la ipbère , ou bieil à .An 
cône ayant pour base un cé^cIè égal à.U surface oonteiii du 
flegment> et pour axe le rayon de. la sphère ( i48 ). 

1 53. Que CAB , CDE soient dé^iix séctèUrs éireulàlfès^ ééfn^ 
btables ; je dis que lé ^èéteni' àp^èéricfûé ^ éHgettdté pûf' là 
révolution du secteur circulaire CAB , est au s&ctéiir' èr^endrë 
parle secteur circulaire CDE^ cùmme lu cube dà GA è^ au 
cube CD. • . 

Soit S le solide engendré par lesecteur ciréulaite CAB , et è 
le solide engendré par le secteur circulaire €DE^ on aura 3 
= f cer. CAXAL, et s caaf cer. CD X AM-, donc S : s 
:: f cer. CAXAL: I Cér. CB X AM î: cer. CA X ALi 
cer. CD X AU. Mais CB : CL :: CE i CM ; donc CB : €B 
— CL :: CE : CE-^CM, ou bien CB : AL :: CE : DM, 
ou bien CA \ CD :: AL : DM -y donc les cylindres ctv.CA X 
AL , cer. CZ> X DM sont semblables ^ puisque les rayons dt 
leurs bases sont pro|(ottiéfinels à leui^ albes } donic cisr. CA 

X ^^ : cer. CD X DM V. CAl CD. Maié S î ^ f. cer. CA >4 

^L : cer. CD X -Ôilf j dièmc 5 : J K C^ ï CP. P#nc 4e6 see» 
leurs sphériques semblables soiit attiré' eux cohoime les cube^ 
de leurs rayons. 

• ■ - 

l54« ^^ segment sphérique est égal à un cône droit ayant 
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pour base la base du segment , et pour axe une droite (pd est à 
la hauteur du segment , comme le rajrDn plus la hauteur de 
Vautre segment est à la hauteur de cet autre segment. 

Soit la sphère ABC (Jîg. 97 ); par le centre G condaisoiâi on 
plao , et que le cercle jiBC soit la section de cette spbëre par 
ce plan ; menons le diamètre jiC , et prolongeons«le de part et 
d'autre ; coupons la sphère par un plan auquel le diamètre jiC 
soit perpendiculaire ; que la section de la sphère par le plan 
soit le cercle qui a pour diamètre la droite BF ; que ED l EC 
:: AG -^'AE \ AE 5 joignons DB ^ DF ; je dis que le cône 
JDSF qui a podr sommet le point Z>^ et pour base le cercle BE, 
est égal au segment sphérique BCF. 

Menons les rayons GB\, GF et les cordes BC, CF ; soit un 
eône droit LMN y que le - rajon ON de sa base soit égal à BC 
et son axçfltO égal à GC ^pe.cône sera égal au secteur sphérique 
GBCF {iSoL cor. ). 

Puisque ED : EC II AG + AE l AE , 
on aura . ED — EC \ EC y. AG + AE — AE \ AE , 
c'est-à-dire CD : EC W AG : AE , 

ou ... . CD : EC :: gc : ae , 
donc . . . CD : gc :: ec : ae ; 

donc . . . CD+GC\GC :: EC-^ AE : AE , 
c'est-à-dire GD : GC II AC l AE, 



V 



Mais 



. . AC : AE :: AC : ab (B.iGS)., 



.a 



^' AC l AB :: BC : BE , parce que les deux trian- 
gles ABC , BEC sont semblables 5 

donc . . . . GD : GC :: BC : BE-, 

mais .... BC^: BE M cer. BC : cer. BE {^o) -^ 

donc . . . GD : GC:: cer. BC : cer. BE. 

Mais. . . . BC= ON et GC=:zMO'y 

donc . . , . GD : MO \: cer. ON : cer. BE. 

Bouc le cône LMN est égal au cène qui a pour base cer. BE 
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et pour axe la droite DG ( 148 cor, ). Mais le cène LMN est 
égal au secteur sphérique GBCF ; donc le cône qui a pour 
base cer. BE , et pour axe la droite DGy est égal au secteur 
spbérique GBCF 'y mais ce dernier cône est égal à la somme des 
cônes qui ont pour base commune cer. BE , et pour axes 
les droites GE , ED, parce que ce dernier cône est le tiers du 
cylindre qui a pour base cer. BE , et pour axe la droite GD , et 
que la somme des deux cônes est aussi égale au tiers du même 
cylindre. ( 148 ) , donc la somme des cônes qui ont pour base 
commune cer. BE , et pour axes les droites GE, ED est égale 
AU secteur spbérique GBCF 5 donc si l'on retranche de part et 
cl'autre le cône qui a pour base cer. BE y et pour axe la droite 
GE , le cône BDF sera égal au segment spbérique BCF; 
donc y etc. 

Je dis à présent que le cône BKF est égal au segment spbé- 
rique BAF. 

Soit le cône droit jPQR; que le rayon SR de sa base soit 
égal à AB , et son axe QS égal à ùiG} la base de ce cône sera 
égale au cercle jiB ( i4o cor,) , et ce cône sera égal an secteur 
spbérique GBAF { i52 cor, ). 

Puisque KE : AE y. GC + EC : EC y 
onaura . . KE — AE l AE II GC + EC-^ EC : EC y 
c'est-à-dire /^^ l AE II GC l EC ^ 
ou bien. . KA : AE :: AG l E^-'y 

donc . . . KA : AG :: AE : ec^ 

donc . . . KA + AG : AG :: AE + EClECy 
c'est-à-dire KG l AG :: AC \ ECy 

mais . , , AC: ECU AC lIC^KiQ^) y 

et ÂC\^C y.HB \ 'bE , parce que les triangles 

ABC , AEB sont semblables ; 

donc . . KG: AG :: ab: bE) 

^ais . . . ab: BE :: cer. AB : cer. BE -^ : * 
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donc . . . KG : AG :: ccr. AB : cér. BE. 
Maif. . . . >^C = Ç5 et cer. AB = ctv.SR j 
jJOBC . . . AG : QS :: c^x.SR : cer.B£^ 
Donc le e^n^ PQR est égal aa cène qui a pour base cer. BË^ 
•t pour axe la driHte KG ( 148 cor. ) ; ikiais le cène PQR est 
égal ao eecleur ftpliérîque GBAF) donc le cône qui a pour 
base cer. B£ , el pour axe là droite KG , est égal au secteur 
sphériqiie GBAF, Mais ce dernier c6ne est égal au solide en- 
gendré par la révolution dit triangle KGB autour de A G ^* car 
ce dernier c6né plus lé edne BGl^ étant le tiers du cylindre qui 
m pour base cer^ B£ ^ et pour axe KE j et le solide dont noni 
venons de parler , pins \é cône £GJ^ étant aussi le tiers du même 
cylindre , il est évident 'que le cane qui a pour base cer. BE, et 
pour axe KG ^ est au égal solide dont nous venons de parler; 
donc ce solide est égal au secteur sphérique GBAF\ donc , si 
l'on ajoute de part et d'autre le cône qui apour base cer. BE y 
et pour axe la droite GE , le cône FKB sera égal au segment 
sphérique FAB ; donc , etc. 

1 55. Couper une sphère donnée en deux segmens qui aierà 
entre eux une raison donnée. 

Soit la sphère ABCD {Jig, 98 ). Par le centre K conduisons 
un plan ; que la section dé là sphère ABCD par ce plan soit le 
cercle ABCD -y menons le diamètre DB et prolongeoos-Ie de part 
et d'autre ; coupons cette sphère par un plan auquel l'axe DB 
soit perpendiculaire, et que ACsoit la section du cercle ABCD 
par ce plan; faisons ensorte que EG \ EB :: DK + DE : DE^ 
et que LE : DE y. KB + EB \ EB , et menons les droites 
LA ^ LC f G A , GC ; les cônes LAC , GAC seront entre eux 
comme les droites LÉ , EG ; niais ces cônes sont égaux aux 
s^mens sphériques ADC , ABC} donc les segmens sphériques 
ADCy ABC seront aussi entre eux comme les droites LE ^ EG. 

Puisque DK + DE l DE n EG : EB , 
on aura . . DK + DE— DE l DE :: EG—EB \ EB , 
c'est-à-dire DK \ DE V. BG \ EB , * 
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flonè . . . DK : BG :: DE : EB (A. ). 

Puisque. . LE l DE i: KB+EB: EB y 

i}n auta . LE ^ DE: DE II KB 4- EB-^-EB lEB, 

fc*est-à-dîrc LD \ DE M KB : i?^ ; ( B. ) 

donc . . . LD i KB :: DE i EB ( C. ) ; 

donc ( A.) LD : KB il DK : BG j 

donc . . BG : KB \l DK l LD } 

donc . . . BG + KB \ KB :: DK -f- LD : LD ^ 

c'est-à-dit-c/iCG t KB \: LK î LD, 

donc . . . KG : LK :: /T^ ou DK : tD y 

donc , . . KG + LK : L/^ :: DK + LD : XZ) / 

t'est-à-dîre LG : L/ST :: Z,A: 1 LD } 

donc (77) LGxi:'I> = ZA(D)- 

donc (75) LG : ïD rfz/ir fti) (E. )j 
Mais {C,)LD : a:^ :: />£ : je:^? ; 

donc . . . KB ou DK : LD y. EB : DE • 
*donc . . . DJC+LD : LD II EB + DE l DE i 
c'est-à^ire LK : LD :: DB : DE (^F ); 

donc ( 79) LK:\ LDW DB \ DE (G. ); 

que , . . BFzzzKB'f 

puisque (A.) DE l EB II DÉ (în KB i BO ^ 

et que . . DE'P'EBi , 

on a . . . KB , c'est-à-dire i5F> BG; 

Mais (B.) LD : DE :: KB : EB, 

c'est-à-diire LD : DE : : BF : ^E^ ; 

donc . . , LD +DE : LD it BF + EB i ÉF^^ 

c'est-à-dire LE : LD V. EF : BF-y 

doiic . . . LD : LE :: bfiéf^u)^ 

niais(E,G)i:G : LD :: 5^ : P£j 

donc . , . LG\LE .: DB X BF i DEX^EF^K.) 

t)onc la raison de LG kLE est donnée. 
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F«HW ta wte qw £tf : £« s jr : JMCf 



àt MF k MF ntmanmMi 
.. . MF m iamti éÊm^BF 

ilL-) LGlLB-.'.DBycMFldÈ-X.EFi 

. . . ÉFlHF::DM^BFzSÉ>cEFi 
...MFlMlFziMFyiEFîBFycMFf 

, . . ÉF^EFlEF'XHFiZ DMX.BFzSÈx.^ 

Amk . . .ef:mF'.:db: de lu. ) 

Car ai l'oa k^potait qw fea recUn^ca BFX^ EF, EF-^M 
fc«MBtlcaliaacadedbBspÉnRéléfqpME8 wctmglea,ajB»tfi* 
kaatcnr la dboile H} il cat cvidcai'^m'oa aamt s 



BFy^EFycB: DB XBF :: EF:^aF:KBz DEX^EFi 

ce qiliaoluieroit £Fx IT : />i? :: i?/^ X iT : AK , 

c'est-à-dire EFX Hz HF :<H II DB l DE ^ 
c'est-à-dire EF l HF y. DB^VE, 



Cela posé, que U raison donnée soit Ur néflâe qve eelk d^ 
P à Q , et ^e P soie plus gi^nd que Ç/ csopoas BF de nuh 
Bière qne ^ffF : JET^ :: P : (>, et eeupons» l>iî , de t^Mlière q«e 

EF : J7F ;: DB : B^-^ je dîs que le segment sphérique ADC 
sers au segment spbérique AHC^ comme P est 4 Ç>. 

Que kb-^eb :ebz:le:d£ iii.;, 

et que. . . . DK + DE : DE i: EG : BÉ. 
Puisque (F.) LK : LD :: Di? : DEy 

enani^ .. Lk:Lb::DB:DE', 
mais (D.) LGx,LD^LXy 
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4io kixtk . . . LGXLD: LD :i DB l B£; 

donc ( 76 ) LG: LD :: VB: DE; 

mais (M.) EF : JIF II DB l DE -, 

donc ... . LG: LD :: EF : HF (O)^ 

Mais (N) BF^£B:EB::LE:DE, 

eesUk-^ire EF : EB y. LE : DE p 

donc . . . , EF: EF^EB i: LÉltÊ-^DEi 

c'est- à -dire EP : BF :: LE : LD^ 

ôtt bien . . . LD : LE :: BF : EF) 

ilais (O) LG:LD :: EF: ËFy 

donc ( Jr7 ) LG : LE V. BF : HF) 

doné .... LG^LE : LE :: BF-^HF: «F, 

c'esUà-dire EG : LE :: ^H : HFy 

EG :: HF: bH} 
BB::P : Qi 
EG:: P rÇjf 

donc le cône L^^iC, est au cône GAC connue P e»ik Q^ 
donc le segment sphériqûeADC est n segment sfhiti^VLWiiiiBC 
tomm^ P eftt & Q. Dônc\ kte. 



1. 



r 
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il A ligne têt rëtendor epiolK: 

gueur seulement, n*i. • ^ ■ 
La smikcc e^t IVtendpç en Iqn-^ ' 
gaeur el fai^eu^ ieàlêmèift l 
ibid. / : A 

Le corps est Tétendne enrjon- 

Sueur ,' largeur ^ pri^fon- 
eur, ibid. 

Le point n*a aucune ëtenduef 
ce n'es| «{^'le^QiTne de )'^ 
tendue , n* a. 

La ligne droite est le plniT çomt 
chemin d'un point à un an- 
tre , ibid* ^ ' ' 

La ligne courbe est la trace 

d*un point , qui dans son 

mouvement se aétoume infi- 

liimcnt'peu à chaque pa^r 
ibid. 

La ligne droite est la mesure 
des lignes > n* 24* 

La surface plane est celle à la- 
quelle on peut appliquer exac- 
tement une» ligne droite dans 
tous les sens , n** 5. 

Le cercle est une surface plane , 
terminëe par une ligne courbe 
ou'on nomme circonférence , 
dont tous les points-i^ont ég^ 
lement éloignés d'un point ^è 
ce plan , appelé centre, nu- 
méro 6. 

Toute portion de la circonfë- 
rence s'appelle arc de cercle, 
ibid. 

Le rayon est la distance du 
centre à la circonférence , 
ibid^ 



\j 



A . 



Cte- cérOe ^' i^teàdbAb 

une ligne droite , ;leii 

. àé'jw^et dl^j^atttyÊir] 

'- tômétèhce f à*el8t^iiùé 
tre IiMiili*eI& -passe | 
centre.) ibiel. .( 

Les cordes finies en mém 
dr , où ni' eerde» ^ 
4oatetMhent dès sa%ft^ 
.et rëcîproqne^ieiit , . nf 

L'angle M t l'o^yetfpve de 

li j;fties .qui jsé'^rencbatnÈ 

»^un point 'q^OB noimiie.. 

. >ite*,n*g.- - 

Un angle a pour mesure 
de cercle compris èntr 
cotés , et décrit de son , 
met comme centre , nt 

Un angle, droit a poi^ zm 
le quart de la circonf^rej 
n® 16. 

L'angle obtus est plus g 
que l'angle droit , et Pa 
aigu est moindre que Yi 
droit y ibid. 

Deux angles de suite valen 
semble deux angles dr 
n*» 17. 

Tous les angles recti^igne 
ont leur sommet ait s 
point , et sont tracés <Jai 
même plan , valent ense 
quatre angles droits , n«» 

Le supplément d'un angb 
sa différence à deux ar 
droits ; et le compîeij 
d'un ai^e est sa di£^ren 
un droite n?* ig et 21.. 
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ïïl 



si 

» 

À' 

\ 

\ 



S supplëmens ou complé- 

* ;niens du même angle , pu 

* ''d'angles ëgaux , sont égaux , 
' ibid. 

Les angles oppose's au sommet 

. sont égaux, n® io\ 
Une ligne est perpendiculaire à 
une autre quand elle la ren- 
' contre sans pencher plus d'un 
; ' côté que de l'autre , et qjland 
' ellç, penche de l'un ou de 
' l'autre côté , elle est obli- 
que , u°* 25 et 28. 
D'un même point, pris dans 

* une ligne ou hors d'une li- 
' gne , on ne peut mener dans 

le même plan qu'une seule 
perpendiculaire à cette ligne , 

'■ n°* 25 et' 26. 

De toutes les droites menées 

* ^ d'un m.ême point sur une li- 

* gne , la perpendiculaire est 
la plus courte^ les obliques 
qui s'éloignent le plus de la 

* perpendiculaire sont les plus 
longues j les obliques égale- 
ment éloignées de la perpen- 
diculaire sont égales , et ré- 
ciproquement , n° 27. 

Tout point d'une perpendicu- 
laire élevée sur le milieu 
d'une ligne, est également 
éloigné des extrémités de 
cette ligne , et tout point 
l'ors de cette ligne perpen- 
diculaire n'est pas également 
- éloigné de ces mêmes extré- 
mités , n<»* 29 et 3o. 

Deux lignes droites sont paraî- 
loles lorsqu'elles sont partout 
également éloignées l'une de 
Fautre , n<> 56. 

Deux droites parallèles étant 
coupées par une sécante , les 
angles internes-externes du 
j^Qm» CQté sont égaux; les. 



angles ahemes-mternes ou 
externes sont égaux ^ les an- 
gles internes du même côté , 
pris ensemble , valent deux 
droits , ainsi que les exter- 
nes du même côté , et réci- 
proquement , n° 57 et suiv. 

Deux angles tournés d'un même 
côté , et qui ont leurs côtés 
parallèles , sont égaux , nu- 
méro 45, 

Une ligne droite ne peut ren- 
contrer la circonférence en 
plus de deux points , n* 4^. 

Dans un même demi-cercle les 
plus grandes cordes souten- 
dcnt les plus grands arcs , et- 
réciproquement , ibid. 

Une sécante est' une ligne qui 
est en partie au-dehors et eu 
partie au-dedàns du cerclé. 

Une tangente est une ligne ap- 
pliquée contre la circonfé- 
rence , ibid. 

Une tangente ne peut rencon- 
trer la circonférence qu'en 
un seul point, n* 4?' 

Le rayo» mené du centre au 
point d'attouchement , est 
perpendiculaire à la tangentej 
et réciproquement , ibid. 

Le point d-'attoucîienient de 
deux circonférences est dans 
la droite qui joHit leur cen- 
tre , n<» 49- 

Le centre d'un cercfo , le raiMcu 
d'une corde et le milieu de 
son arc , sont dans une même 
droite pei'pcndiculaireà celte 
corde; en sorte qu'une droiîc 
perpendiculaire à la corde 
qiiipasscparun de ces points, 
passé aussi par les dteux au- 
tres ', et réciproquement , 
\V* 5 2 et .Çf//'r. 

Deux cordes panillMcsS inter- 
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ceptent entre elles das arcs 
égaux. n'5g. 
JXfl angle qui a son sommet a la 
circonf^rtnce , et qui est for- 
me par deux cordes ou par une 
tangente et uue corde , a pour 
mesure lamoilié de l'arc com- 
pris entre ses côl^s, n' 65. 
JjBï angles à la cîrcooft'rence , 
qui comprennent entre leurs 
côl^s des arcs ^gsiii ou le 
mente arc , sont égaux entre 
eux, »• 64. 
Un angle a la circoar«rence est 

t droit quand ses côt^s passent 
par les extrémités du dia~ 
• mètre , p* 65. 
tJn angle à la circonfe'reuce 
forroe' par une corde et le 
proloDgciTient d'une autre , a 
pour mesure la moitié des 
deux arcs soutendus par ces 

|Jn angle qui a son sommet en- 
tre le centre et la circouK- 

tié de* deux arcs compris en- 
tre set c6tés et leurs prolon- 
gemens, n* 70, 

Un angle qui « ton aoinmet 
hors du cercle , a potfr me- 
sune la moitié dé la oifi^rcnce 
des deux arc^ pomprù entr^ 
ses c6té| , n* 7 1 . 

Vit triangle rectîligBe est nn 
e^Mce renferma par trois lir 
goei droites, nr 7^. 

pans tout triangle , la (Cwune 
de deux ctUs est plus gr«ode 
que le troisiènu , ibid. 

Ça triangle est équilat<£Fal , 
quand mi troiq càtés soiit 
^gaux ; isocèle , quand deux 
seulement sont égaux ; sca- 
lèiie , quand les trois côlt^s 
•ont tnégai^x , ibid. 



h E 

Va, triangle tpû a on an^< 
droit est nommé reciangle 
celui qui a un augle obtus. 
oblus-anpte ; et celui qu: 
ses trois angles aigus , ac 
tangle, a- 76. 

La ^onune des trois angles de 
tout triangle rectiligoe viut 
deux angles droits , n° 74. 

L'aiigle extérieur d'un triangle 
vaut la somme des deu 
angles inte'rieurs opposés , 

Dans tout triangle , les anglej 
opposés aux cotés égaux, sont 
égaux et réctproqucôieilt , 
n' 77. 

Dans un même triangle , le plut 
grand côté est opposé au 
plus grand angle, et le plus 
petit côté au plus petit an- 
gle, et réciproquement, nn^ 
méro 78. 

Deux triangles sont parfaite- 
ment égaux; 1" quand ils 
ont ou aiiglc (■g-il compris eu- 
tre deux côtés égaux chacun 
à chacun , n" 80 j 

3" Quand ils ont un côté égal 
adjacent à deux angles é|;aax 
chacun à chacuti , n* 81 ; 

3* l-orsqu'ils ont les trois c&téa 
égaux chacun à chacun , nu- 
méro 85 j 

Si deux parallèles sont inter- 
ceptées entre deux autres pa- 
rallèles , elles sont égales , et 
récinroquomjcqt, «".Sa. 

Un polygone est ufw figure de 
plusieurs tA*É» , *•" 84. 

On appellt; diagçnaie toute li> 
gne menée, dans un poly-i 
gone, d'au angl« a un autre, 

La somme de tçus les angles 
d'un jtol^gone quelconque 



DES PRINCIPES. 



est ^galc à deux fois autant 
d'angles droits qu'il y a de 
côtés moins deux , et les an- 
gles exte'rieurs valent quatre 
angles droits , n^* 86 et 87. 

IJn pcljgone est régulier lors- 
que tous ses côtds et ses an- 
gles sont e'gaux , n° 88. 

Ou peut faire passer une cir- 
conférence de cercle* par tous 
les angles d'un polygone ré- 
gulier , n*» 89. 

Le côte' de l'hexagone régulier 
est égal au rayon du cercle 
circonscrit, n® 92. 

L'apothème d'un polygone ré- 
gulier est une perpendicu- 
laire menée du centre sur 
l'un des côtés ; tous les apo- 
thèmes d'im polygone régu- 
lier sont égaux, n° 91. 

Pans toute proportion géomé- 
trique , la sonume des acté- 
cédens es:t à la somme des 
con&équcws , comme la diffé-* 
r€nce des antécédcus est à la 
diffJre^cc des. conséquens.^ 
n** 9G. 

La somme des deux premiers 
termes d'une proportion est à 
la somme des deux derniers ^ 
comme la différence des deux 
prem^iers est à la difî'érence 
des deuxdei'iùers-, n*» 98. 

IJne droite menée diufi un 
triangle parallèlement à l'un 
des côtés, coupe les deux 
autres côtés en parties pro- 
portionn<&tles y et réciproque- 
ment, n® 10»^ 

3i d'un même point on mène 
plusieurs droites qui rencon- 
trent deux parallèles , ces 
droites seront coupées pro- 
portionnellement par les pa- 
4i^liple8,^ ïn? loi*. 
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Une droite qui divi&c un angle 
. d'un triangle , en deux (éga- 
lement , coupe le côté op- 
posé en deuy parties propor- 
tionnelles aux c5tés auja-r 
cens^ n** 104. , 
Deux triangles sont semblables , 
]<* quand ils ont leurs angles 
égaux chacun à chacun , nu- 
méro 109. 
Et par conséquent, lorsque deux 
angles de l'un sont égaux cha- 
cun à chacun à deux angle» 
de l'autre, n. 1 10. 
Quand les côtés de l*un sont 
parallèles ou perpendiculaires 
. aux côtés de l'autre , "n® 1 1 1 . 
2* Lorsqu'ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés 
proportionnels , h*» i ï5 ; 
3**. Quand les trois côtés de l'un 
sont proportionnels aux trois 
côtés de l'autre, n"* 11 4* 
La perpendiculaire abaissée âé 
l'angle droit d*un triangle 
rectangle , sur ITiypothé- 
nuse , le partage en deux 
triangles qui lui sont sembla- 
bles ; et par conséquent sem- 
blables entre eux, n*** 1 12. 
La perpendiculaire menée de 
l'angle droit sur Fhypothé- 
nuse> est moyenne propor- 
tionnelle e^tre les deux par- 
ties de l'hypotliénuse , ibid. 
Chaque côté ^ l'angle droit 
est moyen proportionnel en- 
tre lliypotinénuse et le seg- 
ment correspondant , ibîd. 
$i par un même point on mène 
plusieurs droites qui rencon- 
trent d^ux parallèles y les 
parties de Tune de ces paral- 
lèles seront proportionnelles 
aux parties correspondantes 
die l'autre, n" 11 5.. 
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|>eq^ cordes qui se coupe nt 
dans un cerae, ont leun 
puiiet féçÊproqBÛemeBt pn»- 
poitioQndiet, n* ia4« 

d^u pf^iiit de la circoiiw- 
rencç for nn diamètre, est 
moijreniie |HropoitioiiiidUe en- 
tre les parties de ce diametroy 
n^ I3& 

Dens sécantes inen^ d'un 
même point pris bon dn cer- 
cle , sont rédproiiacnient 
^roportiofnifJles a leurs par^» 
ties evtiéneares I n* 137. 

Si d*u^ ipème point pris liors 
dn cercle , on mène nne tan- 
geiAe ft une sécante, la tan- 
gente eit moyenne propor- 
tionnelle entre là sécante en- 
tière et sa partie extérieure, 
n* 129. 

|Jne 4rP*^ ^ coupée en 
inojcnne et extrême raison, 
lorsqu'elle est coupée en deux 
partie^, dont l'une est moyen- 
ne proportionnelle entre la 
ligne entière et l'autre partiej, 
n* i5o, 

Si de deux fingles correspon- 
dans de deux polygones sem- 
blables , on mène des diago- 
nales aux £^utres angles , les 
deux polygones seront parta-* 
gés en un même nombre dç 
triangles semblables chacun 
à chacun , et réciproque- 
ment, n*»« 1^2 et i53. 

^es coiitôurs des figures sembla-^ 
}>les sont entr'eux commeleurs 
çbtès lîomologues , n. i54- 

Les cercles étant des figures 
semblables X leurs circonfé- 
rences sont entre elles comme 
leurs rayons , ou con^me 
\vur6 (îiunctrcs , u* i56. ^ 
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.Un. pataBélogrammie est 
quadrilatère dont les cAtés 
Ofmosés sont parallèles, nu- 
mm iSo. 

On rmpptSStrkomèoide , qpiaii^ 
ses.cotft contigna ne sont pas 
épnoLentreenZy etqn*anciui 
de ses andca n'est droit, 
ibid. 

Bikombe^ onandlea qpatre ci- 
tés sont eganx entre eox, et 
qu'il n'apoint ftng^ droits , 

BecUmgle , quand les an|jles ' 
sont droits et les côtés conti-^ 
gns inégaux , ibid. 

Quarré, quand tons les c&téi 
sont éganz et les angles 
droit! , ibid. 

Letrqièae est un qnadrilatcre 
qui n'a oue deux c6tés oppo- 
sés parallèles , ibid. 

Un tnanele rectiligne est la 
moitié a'nn parallélogramme 
de même base et de même 
hauteur, n* 140. 

Les parallélogrammes de même 
base et dq même liauteur 
sont égaux en surface , nu- 
méro 141. 

Il en est de même des trian- 
gles, n*» 142. 

La surface d'un parallélo- 
gramme est égale au produit 
de sa base par sa hauteur , 
n» 145. 

La suffacc d*un triangle est 
égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , 
n<* 147» 

La surface d'un trapèze est 
égale au produit de sa hau- 
teur, nar une ligne menée 
parallèlement aux deux bases 
et à distance égale de ces. 
bases, n* 148. " 
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Jja surface d'un polygome ré- 
gulier est e'gale à la moitië du 
produit de son contour, par 
i apothème, n® i5b. 

La surface d'un cercle est égale 
à sa circonfe'rence multiplie'ç 
par la moitié du rayon , nu- 
méro i5i. 

Un secteur circulaire est une 
portion du cercle tcriijine'e 
par un arc et deux rayons ^ et 
l'on nomme segment circu- 
laire une surface termine'e 
par un arc et sa corde , nu- 
méro i55. 

On appelle toisé des surfaces 
la manière de trouver la va- 
leur d'une surface , dont les 
dimensions sont évaluées en 
toises et parties de la toise , 
n<> 1 55. 

On trouve à la table les' diffé- 
rentes subdivisions de la toisé 
quarrée, page 526. 

Les surfaces des parallélogram- 
mes et des triangles , sont 
entre elles comme les pro- 
duits de leurs basas et de 
leurs hauteurs , n»» 15? et 
1 58. 

Les parallélogrammes de même 
base sont entre eux comme 
leurs hauteurs, et ceux qui 
ont même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases, ibid. 

Il en est de même des triangles, 
ibid. 

Le quarré du rayon est à la sur- 
face du cercle, comme le 
diamètre csf ix la circonfé- 
rence, page 227. 

Les surfaces des parallélogram- 
mes ou des triangles sembla- 
bles , sont entre elles comme 
les quarrés de leurs côtés 
homolocres, u*»* i5getï6o. 
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Cette propriété s'étend à toutes 
les figures semblables , nu- 
méro 161. 

Les cercles étant des figures 
semblables , leurs surfaces 
sont entre elles comme les 

Suarrés de leurs rayons ou 
e leurs diamètres , n° 162. 

Dans tout triangle rectangle , le 
quarré de Thypothénuse est 
égal à la somme des quarrés 
construits sur les deux autres 
côtés, n* 164. 

Le quarré de l'hypothénuse est 
à chacun des quarrés des au- 
tres côtés , comme l'hypo- 
thénuse est à chacun de ses 

- segmens Oorrespondans à ses 
côtés, n** 168. 

Si de différens points de la cir- 
conférence d'un cercle, on 
mène des cordes à l'extré- 
mité d'un diamètre et des 
perpendiculaires à ce dia- 
mètre , les carrés des cordes 
seront proportionnels aux 
parties du même diamètre, 
comprises entre les peqien- 
diculaires correspondantes à 
l'extrémité du diamètre où 
ces cordes aboutissent, nu- 
méro 170. 

Une ligne droite ne peut être 
en partie dans un plan , et e^i 
partie élevée ou abaissée à 
son égard , n" 172. 

Deux droites qui se coupeixt 
sont dans un même plan , 
n° 174. 

La rencontre ou l'intersection 
de deux plans est une ligne 
droite, n** 175. 

Par une même ligne di^oite on 
peut faire passer une infini tj^ 
de yvliYvs d\^é\ç:\!LS ^ \li\4v 
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Une ligiM! ert perpendiculaire k 
lin l'Uit ifuand plJe ne pcncLe 
cVancun c6ie' de ce plan, nu- 
méro 1 78. 
I Vue ligne est peqtendiculaire à 
impbn, lorstpi 'elle est per- 
pendiculaire à deu\ lignes 
menées par son pied dans ce 
pliin , II' 180. 
Si d'un poinl pris hors d'uu 
pisn on abaisse une perpen- 
diculaire et une oblique à ce 
ptdii, que l'on joigne leurs 
pieds par nue droite , et que 
par le pied de l'oblique on 
mi'nc ditm le même plan one 
perpendiculaire à cette droi- 
tp , elle sera aussi perpen- 
dicnlaire à l'oblique , nu- 
Un plan est perpendiculaire à 
in autre plan , quand il passe 

Etr une droite perpeDdicu' 
ire à ce dernier, n' i84- 

Si deu\ plans sont pcrpendicu- 
hiri'S rmi à l'aulrc, et inie 
d'un point pris dans un des 
plans , on mène une perpen- 
diculaire à leur commune 
section, elle sera perpendi- 
culaire à l'autre plan , et re'- 
ciproquement , n* 184- 

Deux perpendiculaires à un 
même plan sont parallèles , 

Deux droites parallèles à 1 



1 section de deux 
plans perpendiculaires à un 
troisième , est perpendicu- 
laire à ce dernier , n* 188- 

Vn angle-pan est l'ouverture 
de deux plans qui se i^encoa" 
trent, n° i8g. 

I-a mesure d'un angle-^dan est 
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la même que celle A» l'aB- 
ele-rcctiligne formé par deui 
oroitcs menées dans ces plani 
perpendiculairement au mê- 
me point de leur section com- 
mune , u" 191. 

Deux plans sont parallèles , 
quand ils sont partout égale- 
ment éloignés 1 un de l'autre, 
n",95. 

Si deux plans parallèles sont 
coupés par un troisième , 
leurs sections sont parallèles , 
n° 197. I 

Les angles-plans, formés par des 
plans qui se rencontrent ou 
qui se coupent , ont les mê- 
mes propriétés que les an- 
gle s-rectilignes , n° ig8. 

Si d'un point pris Iiors d'un 
plan recliligne , on mèue 
plusieurs lignes à ce plan , 
elles seront coupées propor-- 
tionnellement par un plan 
parallèle au premier , et for- 
meront dans ces plans des 
figures semblables , en joi-^ 
gnant leurs points dcreucon^ 
tre par des droites , o* i^' 

Ces figures semblables sonten- 

' tr'elies comme te» quarrét 
de leurs distances au point 
«Je concours des Hgnes. qei 
rencontrent les plans, n°'202. 

Si du même point de concours 
on mène a ces plans d'autres, 
droites , qui y formeront pa-. 
reillement des figures sem- 
blables , ces figures seront. 
jH'oportioniivUes auxptenaiè- 

Va prisme- es,t un solittc enges^ 
dré par uq plan qui se meut 
parai lèlemeat à hii-naéine b>; 
long d'une droite , n" 204, 

U«. lyrisme es,t droi.! eu cbJitjue ^ 
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suivant que ses arêtes sont 
perpendiculaires ou obliques 
au plan générateur , ibid. 

Un parallélépipède est un pris- 
me , dont la base est un pa- 
rallélogramme ; on le nomme 
parallélépipède rectangle 
lorsqu'il est droit , et que sa 
base est un rectangle , ibid. 

Le cube est un parallélépipède 
rectangle , dont la base est 
un quarré , et la hauteur 
égale au c6lé de ce quarré , 
ibid. 

Le cylindre est un prisme dont 
la base est un cercle , et l'on 
nonmie àxe du cj-lindre la 
droite qui joint les centres des 
deux bases opposées ^ n° 2o5. 

La pyramide est un solide ter- 
miné par un polygone qui lui 
sert de base , et par autant 
de faces triangulaires y qu'il 

. y a de côtés dans cette base , 
lesquelles se réunissent en un 
même point , qu'on appelle 
le sommet de la pj^ramide , 
ji° 206. 

Une pyramide est régulière , 
lorsque le polygone qui lui 
sert de base est régulier , et 
qu'en même temps la perpen- 
diculaire abaissée du som- 
met passe par le centre de ce 
polygone , ibid. 

ÏAi cône est une pyramide dont 
la base est im cercle 5 il est 
droit ou oblique , suivant que 
la droite menée du sommet 
au centre de la base est per- 
pendiculaire ou oblique à 
cette base , n® 207. 

JaR sphère est un solide engen- 
dré par la révolution d'un 
demi-cercle autour de son 
^amètre , »• 20^, 
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On appelle grand cercle de la 
sphère celui qui a même dia- 
mètre que la sphère y ibid. 

Le secteur sphénque est un so- 
lide engendré par la révolu- 
tion d'un* secteur circulaire 
autour du rayon ; et l'on- 
nomme calotte sphérique la 
surface engendrée dans cette 
révolution par l'arc du sec-^^ 
teur circulaire , ibid. 

Le serment sphérique est un 
soliae formé par la révolu- 
tion d'un demi-segment cir- 
culaire autour de sa flèche , 
ibid. 

On appelle solides semblables 
ceux qui sont terminés par 
un même nombre de faces 
semblables chacune à cha- 
cune , et semblablement dis- 
posées , n° 209. 

Les arêtes et les sommets des 
angles solides correspondans, 
sont des lignes et des points 
semblablement disposés dans 
deux solides semblables , 
n® 210. 

Les triangles dont les côtés joi- 
gnent , dans deux solides 
semblables , les sommets de 
deux angles solides corres- 
pondans , sont semblable- 
ment disposés , n° 211. 

Les diagonales (pii joignent les 
sommets d'angles solides , 
correspondans de deux soli- 
des semblables , sont entre 
elles comme les arêtes .ho- 
mologues , n*^ 212. 

Les perpendiculaires abaissées - 
des sommets de deux angles 
solides , correspondans dans 
deux solides semblables ,^ont 
proporiionnelles aux arêtes 
homologues ) n* 21 5., 
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_. larfliOT d'un prisme , san» 

I V coinpi^ndrc ses deiw ba- 

1 ( . est dgale au produit de 

E directrice , multipliée par 

L r.ontoar d'une section à 

laqudlc cette âîreelion est 
perpendiculaire , n" ai5- 
8i If premier est droit , la sur- 
' f^L'c , sans y comprendre les 
dt-ux base* , est ^gale au 
, contour de sa base , multi- 
pliée par sa hauteur, a° ■216. 
La surface d'nn cylindre droit, 
non compris les deux bases , 
fît (fgalc au produit de sa 
W hauteur par la circonfJrcuce 
K de sa base, n' 217. 

surface d'une pyramide ré- 
[îulièrc est e'gale au contour 
de sa base multipliée par ii 
^ moiri<î de l'apolheme de i. 
pyramide , n" 218. 
La surface d'un cône droit est 
égale au produit de la cir- 
ronft'rcnce de sa base , par 
la moîtÎL' du ctlé de ce cône , 

X.a surface d'un cône droit 
tronqué , à bases paralIcEes , 
est égale au produit du côté 
de ce tronc , par la circon- 
fe'rence de la jectiou faite à 
égales distances des bases 
opposées , n* 2a 1. 

La surface d'uqc sithfcre est 
égale au produit de la cir- 
conférence d'un de ses grands 
cercles , inultipUée par le 
diantètre , n° 222. 

Elle est égale à ta surface cort- 
vexe du cylindre circonscrit, 
p''2a5, 

EHe estaussi qjiadrupte dccelle 
de son grand cercle, n''224. 

La surface d'une calotte sirfie'- 
r!<iue est égaie au. produit de 
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sa flècîic par la citrcfttrfcrïnce 
de l'un ne« grands cercles de 
la sphère , ii" ^âS. 

Les surfaces des prismes droia 
( s.nns y comprendre ccllci 
des bases ) , sont entrVIlei 
comme les produits de leurs 
hauleiirs par les contours de 
leurs bases , n' ^.ij. 

Les surfaces des prismes droit» 
de même hauteur , soni eo- 
1r' elles comme les contonn 
de leurs bases ; elles sont 
comme les hauteurs , si le^ 
contours sont égauK , n" 228. 

Les surfaces des cônes droit» 
sont entre elles commt les 
produits de leurs cotés par 
les circonférences des basps. 
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Les surfaces des solides sem- 
blables sont en\rv. elles com- 
me les quarrés de leurs ligO'-s 
homologues ; n*. 25ï. 

Les surfaces de deux spliï-res 
sont entre elles comme les 
qnarrés de leurs rayons ou 
de leurs diamètres , n' 2^2. 

DeuT prismes de mèmcbase et 
demêmchaute«r,sont égaux 
en solidité , 234. 

La solidité d'un pHsme quel- 
conque est e'gafc au produit 
de sa base par sa hauteur , 
a- s56. 

La solidité d*unc pyramide oiv 
d'un c6ne est égale au tiers 
du produit de sa base par s^ 
hauteur , n* 242. 

La solidité de la sphère est 
é^nle aux dfcux tiers du cy» 
lindre circonscrit ; n^^ 244- 

La solidilé d'un sectcnr spl'c-. 
çimie est égale mi produLit dc^ 
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la surface de sa calotte par le 
tiers du rayon , n** 247- 

La solidité d'un segment splié- 
rique est e'gale a celle dVn 
cylindre , qui a pour rayon 
la flèche , ou pour hauteur le 
rayon moins le tiers de la 
flèche , n° 248- 

Qn appelle prisme tronqué le 

. solide qui reste lorsqu'on a 

séparé une partie d\m prisme 

par un plan incliné à la base , 

W* sSo. 

Si les trois angles de l'une des 
bases d'un prisme triangu- 
laire tronqué , on abaisse des 
perpendiculaires sur l'autre 
base , sa solidité est égale au 
produit de cette dernière ba- 
se , multipliée par le tiers de 
la somme des trois perpen- 
diculaires , n** 252. 

On appelle toisé des solides 
la manière de trouver la va- 
leur d'un solide dont les di- 
mensions sont évaluées, en 
toises et parties de la toîse , 
. n** 256. 

Les différentes divisions de la 
. toîse - cube sont rapportées 
dans la table*, page 328. 

La mesure, en usage pour les 
bois , s'appelle solive ^ on en 
trbuve les subdivisions dans 
la table , n" 261 . 

Les. prismes sout entre eux 
comme les produits de leurs 
bases et de leurs* hauteurs , 
11° 265. 

Les prismes de même hauteur 
sont entre eux comme leurs 
bases , et ceux qui ont "même 
base sont entre eux comme 
leurs hauteurs , ihid, 

JL.es solidités de deux corps sei»- 
h}abU$ sont entre elles com- 



x4i- 

me les cubes de leurs lignes 
homologues , n** 266. 

Les solidités de deux sphères 
sont entre elles comme les 
cubes de leurs rayons ou de 
leurs diamètres, ibid. 

La trigonométrie plane ensei- 
gne à déterminer trois deg 
six parties d'un triangle rec- 
tiligne , par la connaissance 
des trois autres parties , par- 
mi lesquelles il doit se trou- 
ver au moins un coté f n"^ 
267* 

Quand on connoît deux côtés 
d'un triangle , et l'angle op- 
posé à l'un de ces côtes , on 
ne peut déterminer l'angle 
opposé à Fautre, qu'autaii* 
que l'on connoît si le troi- 
sième angle est aigu ou ob- 
tus , ibid. 

Le sinus droit, ou simplement 

. ^ le sinus d'un arc ou auu an- 
gle , est la moitié de la corde 
d'un arc double de celui qui 
mesure cet angle , n® 268. 

Le cosinus d'un arc ou d'un 
ajieie , est; le sinus du com- 
plément de cet arc ou de cet 
angle , i6id. 

Le smus-verse dun arc est la 
différence entre le rayon et le 
cosinus d'e cet arc , iùicf. 

Le sinus et le cosinus d'un an- 
gle sont les mêmes que le 
sinus et le cosinus de son 
supplément , n<* 275. 

Le sinus de qo-i est égal au 
rayon ; on le nomme aussi 
sùius total , n° 274. 

Le sinus de 5o^ est égal à la 
moitié du sinus total , et la 
tangente de 45^ est égale au 
rayon, n" 271. 



;iit<: et la sccaiitc c 
, It'meut , n" 278. 

t „.iDU, 4'u» .rc ç.t éB.l i 
racine quarre'c de la difle- 
^" tence du quarr^ de son sinus 
au quarr^àurajon , n°a8i- 
Le sinus de la nioilié d'un arc 
est égal à la moiliL' de la ra- 
cine unarri!e du quarr^ du 
sinus a« Tare ciAier, joint au 
quarrtf de soa sinus-verse , 

Le sinus d'un arc douille est 
égal à deuT fois le sinus de 
l'arc simple , umltiplié par 
son cosinus , el divisé par le 
ravou , n° atfî. 
Le sinus de la somme on de la 
diffe'reiicc de deui arcs- est 
égal à la somme ou à la dilTé- 
rence des produits du siaus 
de Vaa , mulliplié par le co- 
sinus de l'anlre . divisée pftr 
Je rayon, n- 284. 

Le cosinus dr la somme ou de 
la différence de deux arcs est 
égal à la différence on à la 
somme des produits des deux 
sinus et des dem cosinus de 
cesarcs, diviséeparle nyon^ 
n- 285. 

La sonune de; sinus de deux 
arcs est à ta diSïrence de ces 
mêmes sinus , cpuaae la tan- 
geate de la inoitîé Ae la 
somme de ces- d«ux arcs est 
. à la taMente de ta moitié^ de 
leur diSëreoce, n* ft86. 

Dans tout triangle-rectaDgle , 
■ ° le rayan ou sinus total est 
au sinus d'un des angles ai- 
gus , comiae l'hjpotnénuse 
estan c&tc opposé a cet angle 
aigu , a' 295. ' 

a» Le rayon est k la 



d'an des angles aigus, comin* 
le côte' adjacent à cet angls 
est au côté qui lui est oppose. 

Dans tout trianelc rcctitigne les 
sinus des angles sortt propor 
tionnels aux côtés qui leo 
sont opposés , n" 298. 
La plus grande de dcni <nian 
tités est égafe à la moibe' di 
leur somme , pFus ta moitié 
de leur différence ; et la plus 
petite est égale à la moitié de 
leur somme , moins la moitié 
de leur différence , n- 5oi . 
Dana tout triangle recliligne , 
si d'un angle on abaisse une 
perpendiculaire Air le càté 
opposé , ce côté sera à la 
somme des deux autres , 
comme leur différence est à 
la différeuce ou à la somme 
des segmens forme's par la 
perpendiculaire, n" 5q6. 
Dans tout tria n gt e -re et i ligne , 
la somme de deui côtés esl 
à leur différence , comme la 
tangente de ta moitié de' Ji 
somme des dcMx angles op- 
posés à ces côtés, est à la 
tangente de Fa moitié de U 
diffi^rence de «é» toémëg an'-' 
glès, n-SoS: 
Ub triangle spliériqu« est une' 
partie dé la surface de im 
sphère comprise eiitr* troi»' 
arcs de cercle fjiA ont ttms 
b-ots poiir cebtre ^ùAaiijn le' 
centre même de tit spliJHhe ^ 
ii'5m. , " ' 

Vn angle sphénqiie n'est autre 
chose que t^Si^le compris' 
entre les plans d^ ses c6t<s , 
n" 530. 
Les angles <me forment les arcs- 
de ^inifj ïii^Ës'qïii «i«n' 



(gbiitreht sur la surface de la 
sphère , ont les mêmes pro- 
priétés que les angles-plans y 

Deux côtés d'un triangle spbë- 
rique sont perpendiculaires 
entré eux , comme les plans 
qui les renferment sont per^ 
pendiculaires entre eux, n*^ 

322. 

Les côtés contigus'd'ùn triangle 
sphérique ne peuvent plus se 
rencontrer qù à une distance 
de i8o° depiLÎs son origine , 
n*»525- 

Les pôles d'un grand cercle 
sont également éloignés de 
tous 1ers points de la circon- 
férence de ce grand cercle , 
et leur distance à chacun de 
ces points est mesurée par un 
arc de grand cercle de 90* , 
n* 525. 

Si un point quelconque de la 
surface de la sphère se trouve 
âoi^é de 90® , de deux points 
pris dans un arc de grand 
cercle , ce point est le seul 
de ce grand cercle , iHd. 

Quand un arc de grand cercle 
est perpendiculaire stfr un 
autre arc de grand cercle , il 
passe nécessairement par le 
pôle de celui-ci , n*» 526. 

Si deux arcs de grand cercle 
sont perpendiculaires À un 
troisième arc de çrand cer- 
cle , le point où it»>se ren- 
contretit est le pôle d« celui- 
ci ^ n* 527. 

tJn angle sphériqne a pour me- 
sure un arc de grand cercle 
que ses côtés prolongés y s'il 
est nécessaire , comprennent 
à la distance de go^ depuis le 



Chaque côté d'un triangle sphé- 



riquè est plus petit que la 
somme dés deux autres y n"* 
554. 

La somme des trois côtés d'un 
triangle sphérique est tou- 
jours moindre que 56o* , n» 
555. 

La soiimie des trois angles d'un 
triangle sphérique vaut tou- 
jours moins que trois fois 
i8o«, et plus que 180, n^ 557. 

Un triangle sphérique peut avoir 
ses trois angles droits , et 
même ses trois angles obtus , 
n« 558. 

Deux triangles sphériques tra- 
cés sur une même sphère, ou 
sur des sphères égales , sont 
égaux, I** lorsqu'ils ont un 
coté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à cha- 
cun ; 2® lorsqu'ils ont un an- 
gle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun k cha-^ 
cun ; 5** lorsqu'ils ont le* troi:> 
côtés égaux chacun à chacun^ 
4® lorsqu'ils ont les trois an- 
gles égaux ohftctm à chacun , 
n« 540. 

Dans ux^ triangle sphérique isé- 
cèle, les deux a^es opposés 
aux côtés égaux, sont égaux ; 
et réciproquement si doux 
angles d'un triai^le aphéri- 
qùe sont égaux , les côtés qui 
leur sont opposés, soKt aussi 
égaux , n^ 54' • 

Dans tout triangle sphérique y 
le plus grand côté est opposé 
au plus grand an^e , et ré- 
ciproquement , n« 542. 

Chacun des deux angles obli- 
ques d'un triangle sphérique 
rectangle , est oe même es- 
]^èce cmft \^ <;r^\.<^ c^^Xnxv ^"^ 
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opposa» c'cstA-airc, qu'il 
eit de 90*9 si ce cÀtë est. 4e 
90* ; et plus grand on plus 
petit que go* , selon que ce 
t6\é est plus grand ou plus 
petit que 90* y m 344- 
Si les deux côtés, ouïes deus 
angles d'un triangle sphëri- 
que rectangle sont tous deuiL 
pfau petits ou tons deux plu- 
grands que 90* f ITiypotlië- 
nuse.sera toujours plus pe- 
tite que 90* ; et.au contraire 
elle sera plus grande qucoo^», 
si les deux côtés y ou- les Jeux 
angles sont de différentes es- 
pèces y n* 345^ ; ■ . 
Selon que Thypothénuse sera 
plus petite^ou plus grande 
que 90* , les côtés seront de 
même ou de diffi^rente espèce 
entre eux; et il en sera de mê- 
me des^ngles obliques ^11^5 47. 
Selon que ThypotRénuse et un 
côté seront de môme ou de 
différente espèce , l'autre côté 
sera plus petit ou plus grand 
queûo^^y et il en sera de même 
de 1 angle opposé à. ce der- 
nier côté , n® 557. 
Dans tout triangle sphérique^ 
on a toujours cette propor- 
tion : Le sinus d'un des an- 
gles est au sinus du côté op- 
posé à cet angle ^ comme le 
sinus d'un autre angle est au 
sinus du côté opposé à ce- 
lui-ci , n« 549. ,. . 
Le rayon est au sinus de l'ii^s- 
pothénuse , conime le sinus 
aundes angles obliques est au 
sinus du côtéopposé,n*;55o. 
Dans tout triangle sphériqiTc 
rectanglcf, le rayon est au 
sinus d'un des côtés de l'an- 
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;le droit , comme la tangenÛT 
je l'angle oblique accent à 
ce côté , est i la tangente du 
côté opposé, n* 55i. - 

Dans tout triangle sphérique, 
si d'un angle quelconqcb on 
abaisse .un. arc du giïnd cer- 
cla perpendiculairement jsur 
, le côté opposé, on aura/t^u-^ 
jours cette proportion : he 
epsinus de. 1 un <ics segmens 
. 'e^t au cosinus dé f antre seg-* 
.ment ^ . conune le cosiiiùs du 
côté contigu au premier seg-^ 
inént est au cosinus du côté 
*■ co|itigu.fu second segment ,- 
»• 557.. . 

Les mêmes cfiô^, étaiit suppo^" 
sées que daus^ Ut.prbpôrtiou 
précédente , on a cette ^utre 
proportion : Lé sinus de l'un 
des segmens est au siuus de 
l'autre segment , comme la 
cotagente de l'angle adjacent 
au premier scgnient est à fa 
cotagente de l'angle adjacent 
au second segment y n* 358. 

Dans tout triangle sphérique, si* 
d'un angle quelconque /. ou 
abaisse un arc perpendicu- 
laire sur le côté opposé , on 
a cette proportion : La tan- 
gente de la moitié du côté sur 
lequel tombe l'arc perpendi- 
culaire , est à la tangente de 
- la moitré de la somme des 
deux autres côtés , conune la 
tangente.' de la moitié de la 

. .àiffjéxepoG est( à la tangente 
de la moitié de la différence 

. .des deux segmens ^ o"u à la 
tangente de la m'oitié de leur 
sbnuue, si l'arc perpendicu- 
laire tombe horà diicôté op- 
posé , n" 359. 
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